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৔وਮ࣪ق و ساࣾت رঘ࣒ࢤون ূ਼࡛࣪ق و داিش راه به را ما که মࡑുنده و ৔واേ৶ند و৯د ೯دا درگاه به ਟی ඟ໊ان ণپاس و ඟشࢁ
دا८ت. ارزا਩ی را پایان نامه اଌن ا৅جام

پایان نامه اଌن راঘ࣒ماਪی زॐ࢟ت که ই࡭وردو॥ت ೯د૎৆ه دන඿ر خاৣم ໆرکار از ਗی ঍࣒م दدردا਩ی و ඟ়شࢁ
زॐ࢟ت که .... دන඿ر خاৣم ໆرکار و .... دන඿ر آقای পناب න෥ख़رم داوران از ඟ໋دید৯د. ࠱ھده دار را
را اල່ون روز کاঃیاਟی و ৔وਮ࣪ق ঃنان و৯د ೯دا از ਗی ঍࣒م. ඟ়شࢁ ඟ໊د৯د، ൉ৎ࣫ل را پایان نامه اଌن داوری

آرزوঃندم. ঙمਜی شان برای

ت



چͺیده

ͷی به آن تعمیم و پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه مطالعه به پایان نامه این

شده بیان الͺساندروف توپولوژی و مرتب ساختارهای ابتدا راستا، این در ͬ پردازد. م دلخواه رسته

تعریف با ͬ شوند. م معرفͬ آن از حاصل پایدار رسته و پیش مرتب مجموعەهای رسته سپس و

که ͬ شود م داده نشان و شده ارائه رسته این در پیش تاب نظریه پیش  هم هسته، و پیش هسته مفاهیم

تشͺیل را طبیعͬ پیش تاب نظریه ͷی مرتب، مجموعەهای و هم ارزی مجموعەهای رستەهای زوج

رستەهای در ͷکلاسی تاب نظریه با نظریه این ارتباط پایدار، رسته ساخت با ادامه، در ͬ دهند. م

چارچوبی و ͬ شوند م داده تعمیم دلخواه رستەهای به مفاهیم این نهایت، در ͬ گردد. م تبیین نقطەدار

ͬ آید. م فراهم ریاضͬ مختلف زمینەهای در تاب گونه ساختارهای مطالعه برای یͺپارچه

پیش هم هسته، و پیش هسته پایدار، رسته پیش مرتب، مجموعەهای پیش تاب، نظریه کلیدی: واژگان

الͺساندروف. توپولوژی
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پیش گفتار

،[۱۵] شد معرفͬ مͷ لین ساندرز و آیلنبرگ ساموئل توسط بیستم قرن میانه در که رستەها نظریه

کاربردهای نیز منطق و نظری ͷفیزی کامپیوتر، علوم در بلͺه محض، ریاضیات در تنها نه امروزه

ویژه به و مرتب ساختارهای رستەها، نظریه در محوری مفاهیم از ͬͺی است. یافته گستردەای

شمار به جزیی ترتیب های و هم ارزی روابط از ͬ ای طبیع تعمیم که است پیش مرتب مجموعەهای

آن مدرن صورت بندی اما ͬ گردد، بازم نوزدهم قرن به مرتب ساختارهای نظام مند مطالعه ͬ روند. م

است. گرفته شͺل دیͽران و [۷] برت آثار در

عنوان به دارد، [۲۰] گولد و [۱۳] دیرسون کارهای در ریشه که تاب نظریه دیͽر، سوی از

این ͬ شود. م شناخته نقطەدار رستەهای در جبری ساختارهای تحلیل و تجزیه برای قدرتمند ابزاری

مفهوم یافت. توسعه حلقەها روی بر مدول ها رسته در سپس و آبلͬ گروەهای رسته در ابتدا نظریه

هسته مفاهیم و صفر شͬء وجود بر و ͬ شود م تعریف نقطەدار رستەهای برای تاب نظریه ͷکلاسی

است. استوار هم هسته و

است. بوده ریاضیدانان توجه مورد دیرباز از نیز توپولوژی و ترتیب نظریه بین عمیق ارتباط

دو این بین پلͬ ،[۴] الͺساندروف⁃گسسته فضاهای معرفͬ با ۱۹۳۷ سال در الͺساندروف پاول

توپولوژی فضاهای رسته و پیش مرتب مجموعەهای رسته بین که داد نشان و کرد ایجاد حوزه

از ͬ دهد م امͺان ما به ارتباط این است. برقرار طبیعͬ رستەای یͺریختͬ ͷی الͺساندروف⁃گسسته

کنیم. استفاده مرتب ساختارهای مطالعه برای ͬͺتوپولوژی ابزارهای

از گرفتەاند. شͺل توپولوژی و مرتب جبر رستەها، نظریه در جدیدی مفاهیم اخیر، سال های در

معرفͬ [۱۶] فینوکیارو و فاچینͬ توسط که کرد اشاره پیش تاب» «نظریه به ͬ توان م مفاهیم این جمله

تعمیم این نیستند. نقطەدار لزوماً که است رستەهایی به ͷکلاسی تاب نظریه تعمیم آن هدف و شد

ح



اشیاء از خاص کلاس ͷی به نسبت بدیهͬ» «ریخت مفهوم با صفر» «ریخت مفهوم جایͽزینͬ با

ͬ آورد. م فراهم گستردەتری حوزەهای در را تاب نظریه ایدەهای کارگیری به امͺان و ͬ گیرد م صورت

است. اهمیت حائز جهت چند از پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه مطالعه

ساختارهای پرکاربردترین حال عین در و سادەترین از ͬͺی پیش مرتب مجموعەهای آن که، نخست

تصمیم گیری، نظریه در طبیعͬ طور به ساختارها این هستند. کامپیوتر علوم و ریاضیات در مرتب

ͬ شوند. م ظاهر کامپیوتر علوم مبانͬ و ͷغیرکلاسی منطق های

نتایج و روش ها انتقال امͺان ،ͷکلاسی تاب نظریه تعمیم عنوان به پیش تاب نظریه آن که، دوم

دو هر مفهومͬ غنای تنها نه انتقال این ͬ آورد. م فراهم را مرتب ساختارهای حوزه به جبری حوزه از

شود. منجر غیرمنتظره نتایج و جدید ارتباطات کشف به است ممͺن بلͺه ͬ دهد، م افزایش را حوزه

پیش تاب نظریه ͷی (Equiv,ParOrd) زوج داد نشان که [۱۶] فینوکیارو و فاچینͬ کار ویژه، به

بوده زمینه این در بعدی تحقیقات برای مهمͬ آغاز نقطه ͬ دهد، م تشͺیل Preord رسته در طبیعͬ

است.

زیرمجموعەهای به نسبت ریخت ها هم ارزی از که Preord پایدار رسته ساختار آن که، سوم

ͬ شود، م نقطەدار تنها نه رسته این است. مطالعه برای جالبی موضوع خود ͬ آید، م دست به بسته⁃باز

دقیق دنبالەهای از دقیق تری تحلیل امͺان و شده سادەتر آن در یͺریختͬ ساختارهای از بسیاری بلͺه

ͬ آورد. م فراهم مرتبط مفاهیم و

پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه نظام مند بررسͬ پایان نامه، این تدوین اصلͬ هدف

توپولوژی رستەها، نظریه ابزارهای ترکیب با که است این هدف است. آن با مرتبط مفاهیم توسعە و

به آن با مرتبط پیش تاب نظریه و رسته این ساختار از جامعͬ درک ترتیب، نظریه و الͺساندروف

هستەها، ͬ ها، یͺریخت دقیق تحلیل و ساختار این از حاصل پایدار رسته مطالعه همچنین، آید. دست

ͬ روند. م شمار به پژوهش این مهم اهداف از چهارچوب، این در دقیق دنبالەهای و هم هستەها

است. شده سازماندهͬ اصلͬ فصل چهار در پایان نامه این

ابتدا، در دارد. اختصاص بعد فصل های مطالب درک برای لازم نظری مبانͬ مرور به اول فصل

ساختارهای و یͺریختͬ بروریختͬ، تکریختͬ، ریخت، رسته، شامل رستەها نظریه اولیه تعاریف

پیش مرتب، مجموعەهای با مرتبط مفاهیم سپس، ͬ شود. م ارائه هم ضرب و ضرب مانند جهانͬ

عمیق ارتباط و الͺساندروف توپولوژی ادامه، در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد کلͬ و جزیی ترتیب های

خ



ͷکلاسی تاب نظریه معرفͬ به فصل این پایانͬ بخش ͬ شود. م مطالعه پیش مرتب مجموعەهای با آن

ͬ پردازد. م دقیق دنبالەهای و هم هسته هسته، مفاهیم و نقطەدار رستەهای در

مجموعەهای رسته ابتدا فصل، این در ͬ دهد. م تشͺیل را پایان نامه اصلͬ هسته دوم فصل

Equiv و ParOrd مانند آن مهم زیررستەهای و ͬ شود م مطالعه دقیق طور به Preord پیش مرتب

الͺساندروف⁃ توپولوژی فضاهای و پیش مرتب مجموعەهای بین ارتباط سپس، ͬ گردند. م معرفͬ

رسته عنوان به Preord پایدار رسته مفهوم بعدی، بخش در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد گسسته

مطالعه آن ͬ های ویژگ و شده معرفͬ طبیعͬ هم ارزی رابطه ͷی به نسبت Preord قسمتͬ خارج

و شده معرفͬ Preord رسته در (Equiv,ParOrd) زوج با پیش تاب نظریه نهایت، در ͬ شود. م

در پیش هم هسته و پیش هسته مفاهیم همچنین، ͬ گردد. م ارائه آن بهتر درک برای متعددی مثال های

ͬ شوند. م بررسͬ تفصیل به رسته این

اختصاص آن در یͺریختͬ ساختارهای و Preord پایدار رسته عمیق تر مطالعه به سوم فصل

اشیاء مفهوم سپس، ͬ شود. م بررسͬ نقطەدار رسته ͷی عنوان به رسته این دقیق ساختار ابتدا، دارد.

ͬ ها یͺریخت کلیدی ͬ های ویژگ ادامه، در ͬ گیرد. م قرار تحلیل مورد آن ها تجزیه ساختار و مینیمال

بخش ͬ شود. م مطالعه بودن، بروریختͬ و تکریختͬ برای کافͬ و لازم شرایط جمله از رسته، این در

نشان و ͬ پردازد م پایدار رسته در دقیق دنبالەهای و هم هسته هسته، بررسͬ به فصل این از دیͽری مهم

در واقعͬ هم هستەهای و هسته به Preord رسته پیش هم هستەهای و پیش هسته چͽونه که ͬ دهد م

یͺریختͬ حد تا رسته این در کوتاه دقیق دنبالەهای تمام پایان، در ͬ شوند. م تبدیل پایدار رسته

ͬ شوند. م توصیف

مفهوم ابتدا، در دارد. اختصاص دلخواه رستەهای به شده معرفͬ مفاهیم تعمیم به چهارم فصل

−Z مفاهیم سپس، ͬ شود. م تعریف اشیاء از خاص کلاس ͷی به نسبت Z⁃بدیهͬ ریخت های

در ͬ شود. م مطالعه آن ها ͬ های ویژگ و شده معرفͬ کلͬ رسته ͷی در Z⁃پیش هم هسته و پیش هسته

تشخیص برای قضیەای ͬ گردد. م تعریف عمومͬ پیش تاب نظریه و Z⁃پیش دقیق دنبالەهای ادامه،

مورد نقطەدار رستەهای در ͷکلاسی تاب نظریه با نظریه این ارتباط و شده ارائه آزاد و تاب اشیاء

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ
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۱ فصل

مقدماتͬ و پایه مفاهیم

ساختارهای از یͺپارچەای بیان امͺان مدرن، ریاضیات در و قدرتمند زبانͬ عنوان به رستەها، نظریه

آیلنبرگ ساموئل توسط که چارچوب، این ͬ آورد. م فراهم را مرتب ساختارهای و توپولوژی ، جبری

شاخەهای از بسیاری در اساسͬ ابزار به امروزه ،[۱۵] شد معرفͬ ۱۹۴۰ دهه در مͷ لین ساندرز و

است. شده تبدیل کاربردی و محض ریاضیات

اجمالͬ معرفͬ به ابتدا ͬ کنیم. م بیان را آتͬ فصل های برای لازم نظری مبانͬ فصل، این در

الͺساندروف توپولوژی پیش مرتب، مجموعەهای با مرتبط مفاهیم سپس ͬ پردازیم، م رستەها نظریه

رسته و پیش تاب نظریه درک برای ضروری ابزار مفاهیم این ͬ کنیم. م مرور را ͷکلاسی تاب نظریه و

گرفت. خواهند قرار بررسͬ مورد فصل ها سایر در که هستند پیش مرتب مجموعەهای پایدار

رستەها نظریه مبانͬ ۱ −۱

اولیه تعاریف ۱ −۱ −۱

است: زیر موارد شامل C رسته ͷی .۱ −۱ −۱ تعریف

اشیاء. از Obj(C) کلاس ͷی .۱

.B به A از ریخت ها از HomC(A,B) مجموعه ͷی ،A,B ∈ Obj(C) شͬء دو هر برای .۲

۱
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ترکیب تابع ͷی ،A,B,C ∈ Obj(C) شͬء سه هر برای .۳

◦ : HomC(B,C)× HomC(A,B) → HomC(A,C)

۱A ∈ HomC(A,A) همانͬ ریخت ͷی ،A ∈ Obj(C) شͬء هر برای .۴

باشند: برقرار زیر شرایط که طوری به

،h : C → D و g : B → C ،f : A→ B هر برای شرکت پذیری: .۱

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

،f : A→ B هر برای همانͬ: خاصیت .۲

f ◦ ۱A = f = ۱B ◦ f.

است. آمده تفصیل به [۲۷] مͷ لین ͷکلاسی کتاب در پایەای، تعریف این

دارای و شده تعریف مسیرها ترکیب آن در که جهت دار گراف هر متناهͬ). (رستەهای ۲ −۱ −۱ مثال

دو تنها و B و A شͬء دو با را M رستە نمونه، برای ͬ دهد. م تشͺیل رسته ͷی باشد، همانͬ یال

.f ◦ g = ۱B و g ◦ f = ۱A آن در که بͽیرید نظر در g : B → A و f : A→ B غیرهمانͬ ریخت

.[۲۷]

از: عبارتند مهم رستەهای از برخͬ .۳ −۱ −۱ مثال

توابع و مجموعەها رسته :Set ●

پیوسته توابع و توپولوژی فضاهای رسته :Top ●

گروهͬ ͬ های هم ریخت و گروەها رسته :Grp ●
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گروهͬ ͬ های هم ریخت و آبلͬ گروەهای رسته :Ab ●

خطͬ تبدیل های و k میدان روی برداری فضاهای رسته :Vectk ●

اگر ͬ نامیم م C زیررسته را D رسته باشد. رسته ͷی C کنیم فرض .۴ −۱ −۱ تعریف

.Hom(D) ⊆ Hom(C) و Obj D ⊆ Obj C الف)

باشند. C رسته در همتاهایشان تحدید D در O و I ،Codom ،Dom توابع ب)

هر برای و ID(A) = IC(A) ،HomD(A,B) ⊆ HomC(A,B) ،A,B ∈ C هر برای نتیجه، در

.g ◦D f = g ◦C f آن گاه باشد، بامعنͬ g ◦D f اگر ،f, g ∈ D

متعلق B و A شͬ دو هر برای اگر ͬ نامیم م تمام زیررسته یا پر زیررسته را C رسته از D زیررسته

باشد. برقرار HomD(A,B) = HomC(A,B) تساوی ،D رسته به

است. خودش پر زیررسته رسته، هر که است بدیهͬ (۱ .۵ −۱ −۱ مثال

است. Set رسته پر زیررسته FSet رسته (۲

همین به نیست. پر که است Set رسته زیررسته آن ها، بین ͷبەی ͷی توابع و مجموعەها رسته (۳
بین دوسویی توابع و مجموعەها رسته و آن ها، بین پوشای توابع و مجموعەها رسته ترتیب،

نیستند. Set رسته پر زیررسته آن ها

C∗ یا Cd ،Cop نمادهای با که را، C رسته دوگان باشد. رسته ͷی C کنیم فرض .۶ −۱ −۱ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان

.Obj Cop = Obj C الف)

هر برای که معنͬ این به ،HomCop(A,B) = HomC(B,A) ،B و A شͬ دو هر برای ب)

صورت به را آن که دارد، وجود Cop در ریخت ͷی فقط و ͷی C در f : A → B ریخت

.(f op)op = f که است روشن ͬ دهیم. م نشان f op : B → A
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باشیم: داشته ،Cop در همانͬ ریخت های ترکیب، هم  دامنه، دامنه، توابع مورد در پ)

Dom f op = Codom f, Codom f op = Dom f, f op◦Cgop = (g◦Cf)op, ICop(A) = IC(A).

را C رسته .۷ −۱ −۱ تعریف

باشد، مجموعه HomC(A,B) ،B و A شͬ دو هر برای اگر ͬ نامیم م ͷموضعͬ⁃کوچ الف)

باشد، مجموعه نیز آن اشیای رده و باشد ͷموضعͬ⁃کوچ اگر ͬ نامیم م ͷکوچ ب)

نباشد، ͷکوچ اگر ͬ نامیم م بزرگ پ)

،A,B ∈ Obj C هر برای یعنͬ باشند، ͬ ها همان آن، ͬ های ریخت تنها اگر ͬ نامیم م گسسته ت)

Hom(A,B) =


{idA} A = B اگر

∅ A 6= B اگر

،A ∈ Obj(C) هر برای هرگاه ͬ گوییم، م پایانͬ شͬء را C رستەی در T شͬء الف) .۸ −۱ −۱ تعریف

باشد. تک عضوی HomC(A, T ) مجموعه

مجموعەی ،A ∈ Obj(C) هر برای هرگاه ͬ گوییم، م آغازین شͬء را C رسته در I شͬء ب)

باشد. تک عضوی HomC(I, A)

خانواده این حاصل ضرب باشد. C رسته اشیای از خانوادەای {Ai}i∈I کنید فرض .۹ −۱ −۱ تعریف

مانند ریخت ها از خانوادەای همراه به C در ͬ ای ش از است عبارت و ͬ دهیم م نشان
∏
i∈I
Ai با را

دیͽری شͬء اگر یعنͬ است، حاصل ضرب جهانͬ خاصیت دارای که {πj :
∏
i∈I
Ai → Aj}j∈I

منحصربفرد ریخت آن گاه باشد، موجود ریخت ها از {gi : A → Ai}i∈I خانوادە همراه به A مانند

.gi = πi ◦ g ،i ∈ I هر برای که دارد وجود g : A→
∏
i∈I
Ai

این هم⁃حاصل ضرب باشد. C رستە اشیای از خانوادەای {Ai}i∈I کنید فرض .۱۰ −۱ −۱ تعریف

ریخت ها از خانوادەای همراه به C در ͬ  ای ش از است عبارت و ͬ دهیم م نشان
∐
i∈I
Ai با را خانواده
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دیͽری شͬ اگر یعنͬ است، هم⁃حاصل ضرب جهانͬ خاصیت دارای که {ιj : Aj →
∐
i∈I
Ai}j∈I

منحصربفرد ریخت آن گاه باشد، موجود ریخت ها از {fi : Ai → A}i∈I خانواده همراه به A مانند

.h ◦ ιj = fj ،i ∈ I هر برای که دارد وجود h :
∐
i∈I
Ai → A

زوج ͬ گیریم. م نظر در C رسته در را f, g : A → B دلخواه موازی ریخت دو .۱۱ −۱ −۱ تعریف

چپ (از یا برابرساز است، C رسته در ریختͬ eq : E → A و شͬ ͷی E آن در که را (E, eq)

اگر ͬ نامیم م C در g و f برابرساز)

.f ◦ eq = g ◦ eq یعنͬ سازد، برابر چپ) (از را (f, g) ریخت زوج eq ریخت (۱)
،f ◦h = g ◦h یعنͬ، سازد، برابر چپ) (از را (f, g) زوج که h : C → A ریخت هر برای (۲)

.h = eq ◦ h بەطوری که باشد داشته وجود h : C → E منحصربەفرد ریخت

ͬ نامیم. م h توسط برابرساز القایی ریخت را h و (E, eq) = Eq(f, g) ͬ نویسیم م صورت این در

زوج باشند. رسته این در ریخت دو f, g : A → B و رسته ͷی C کنید فرض .۱۲ −۱ −۱ تعریف

راست (از یا هم برابرساز است، C رسته در ریختͬ co : B → C و شͬ ͷی C آن در که را (co, C)

باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه ͬ نامیم م C در g و f هم برابرساز)

.co ◦ f = co ◦ g (۱)
منحصربەفرد ریخت ،k◦f = k◦g شرط با k : B → D ریخت هر برای جهانͬ: خاصیت (۲)

.k ◦ co = k که باشد داشته وجود k : C → D

k توسط هم برابرساز القایی ریخت را k و (co, C) = coeq(f, g) ͬ نویسیم م صورت این در

ͬ نامیم. م

f, g : A→ B ریخت زوج هر برابرساز اگر برابرسازهاست دارای C رسته الف) .۱۳ −۱ −۱ تعریف

باشد. داشته وجود C در

C در f, g : A → B ریخت زوج هر اگر هم برابرساز هم برابرسازهاست دارای C رسته ب)

باشد. داشته وجود

([۲] ،۸ .۲۳ (قضیه .۱۴ −۱ −۱ قضیه

باشد. برابرسازها و دلخواه ضرب های دارای C اگر تنها و اگر است کامل ،C رسته الف)
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باشد. و هم برابرسازها دلخواه هم ضرب های دارای C اگر تنها و اگر است هم کامل ،C رسته ب)

در g : B → A ریخت هرگاه است یͺریختͬ ،C رسته در f : A → B ریخت .۱۵ −۱ −۱ تعریف

.g ◦ f = id
A

و f ◦ g = id
B

که باشد داشته وجود C رسته

ͬ دهیم. م نشان A ∼= B با و هستند یͺریخت B و A ͬ گوییم م صورت، این در

g, h : اگر واقع، در است. منحصربەفرد یͺریختͬ وارون که ͬ کنیم م توجه (۱ .۱۶ −۱ −۱ ملاحظه

آن گاه باشند، f : A→ B وارون B → A

g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h.

ͬ کنیم. م استفاده f وارون برای f−۱ نماد از رو، این از

هستند. یͺریختͬ همانͬ ریخت های که، است روشن (۲

.(f−۱)−۱ = f آن گاه باشد، داشته وجود C رسته در f : A→ B ریخت وارون اگر (۳

g ◦ f ریخت آن گاه باشد، بامعنͬ g ◦ f ترکیب و باشند یͺریختͬ g و f ریخت های اگر (۴
تعریف به بنا وارون ها، آن در که ،(g ◦ f)−۱ = f−۱ ◦ g−۱ واقع، در است. یͺریختͬ

دارند. وجود یͺریختͬ،

باشد. C در ریختͬ f : A→ B و دلخواه رستەای C کنید فرض .۱۷ −۱ −۱ تعریف

ریخت دو هر برای یعنͬ، باشد. حذف پذیر چپ از ترکیب، در اگر، ͬ نامیم م تکریختͬ را f الف)

باشد. برقرار f ◦ g = f ◦ h =⇒ g = h خاصیت ،C رسته در g, h : C → A

ریخت دو هر برای یعنͬ، باشد. حذف پذیر راست از ترکیب، در اگر، ͬ نامیم م بروریختͬ را f ب)

باشد. برقرار g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h خاصیت ،C رسته در g, h : B → C

هستند. تکریختͬ ،ͷبەی ͷی ریخت های ملموس رسته هر در .۱۸ −۱ −۱ لم

باشد. C ملموس رسته در (ͷبەی ͷی (تابع ͷبەی ͷی ریخت ͷی f : A → B کنیم فرض اثبات.

هر و است) ساختار ͷی با احتمالا مجموعه ͷی (که C ∈ C شͬ هر برای ͬ کنیم م فرض همچنین،
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چون .f ◦ g = f ◦ h داریم g, h : C → A هستند) مربوطه ساختار حافظ که (توابعͬ ریخت دو

.g(x) = h(x) ͬ گیریم م نتیجه ،f(g(x)) = f(h(x)) داریم ،x ∈ A هر برای و است ͷبەی ͷی f

.g = h پس

هستند. بروریختͬ پوشا، ریخت های ملموس رسته هر در .۱۹ −۱ −۱ لم

فرض همچنین، باشد. C ملموس رسته در پوشا تابع ͷی f : A → B کنیم فرض اثبات.

ریخت دو هر و است) ساختار ͷی با احتمالا مجموعه ͷی (که C ∈ C شͬ هر برای ͬ کنیم م

f چون .g ◦ f = h ◦ f داریم g, h : B → C هستند) مربوطه ساختار حافظ که (توابعͬ

،y ∈ B هر برای پس .f(x) = y که دارد وجود x ∈ A عضو y ∈ B هر برای است، پوشا

.g(y) = g(f(x)) = h(f(x)) = h(y)

پادورد) (تابعگون همورد تابعگون ͷی باشند. رسته دو D و C کنید فرض .۲۰ −۱ −۱ تعریف

که است تابعͬ F : C → D

ͬ ای ش A اگر دیͽر، بیان به کند. نظیر F (A) ∈ Obj(D) شͬء ͷی A ∈ Obj(C) شͬء هر به الف)

است. D از ͬ ای ش F (A) باشد، C از

F (f) : (ریخت Ff : F (A) → F (B) ریخت ͷی ،C در f : A → B ریخت هر برای ب)

بەطوری که: کند نظیر D در (F (B) → F (A)

.F (idA) = idF (A) داریم A ∈ Obj(C) هر برای (۱)
F (gf) = F (g)F (f) ،C در g : B → C و f : A → B ریخت دو هر برای (۲)

.(F (gf) = F (f)F (g))

بەطوری که F : C → C تابعگون آن گاه باشد. دلخواه رسته ͷی C اگر ثابت: تابعگون .۲۱ −۱ −۱ مثال

تابعگون F (f) = f ،C در f : A → B ریخت هر برای و F (A) = A ،A ∈ Obj(C) هر برای

است. ثابت

باوفا را F تابعگون صورت، این در باشد. تابعگون ͷی F : C → D کنید فرض .۲۲ −۱ −۱ تعریف

تابع اگر ͬ نامیم م صادق یا

HomC(A,A
′) → HomD(FA, FA

′)
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Ff = Fg : ،f, g : A → A′ برای اگر دیͽر، عبارت به باشد. ͷبەی ͷی ،A,A′ ∈ C هر برای

.f = g آن  گاه ،FA→ FA′

یͺریختͬ که طوری باشند (همورد) تابعگون دو G : D → C و F : C → D اگر .۲۳ −۱ −۱ تعریف

در چپ طرف در (که را F آن گاه باشد، داشته وجود HomD(F−,−) ∼= HomC(−, G−) طبیعͬ

راست الحاقͬ دارد) قرار Hom در راست طرف در (که را G و G چپ الحاقͬ دارد) قرار Hom

.F a G ͬ نویسیم م و ͬ گوییم م الحاقͬ زوج ͷی را (F,G) همچنین ͬ نامیم. م F

است معنͬ این به HomD(F−,−) ∼= HomC(−, G−) یͺریختͬ بودن طبیعͬ که ͬ کنیم م توچه

یͺریختͬ B ∈ D و A ∈ C هر برای که

αA,B : HomD(FA,B) → HomC(A,GB)

باشد، جابەجایی زیر نمودار k : B′ → B و h : A → A′ هر برای بەطوری که باشد داشته وجود

.HomC(h,Gk) ◦ αA′,B′ = α
A,B

◦HomD(Fh, k) یعنͬ،

HomD(FA
′, B′)

HomD(Fh,k)

��

αA′,B′
// HomC(A

′, GB′)

HomC(h,Gk)

��

HomD(FA,B)
αA,B

// HomC(A,GB)

ریخت و ضرب تابعگون های باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .۲۴ −۱ −۱ مثال

−×X : Set → Set, (−)X = HomSet(X,−) : Set → Set

.−×X a (−)× صورت این در بͽیریم. نظر در

.HomSet(A×X,B) ∼= HomSet(A,B
X) ،B و A مجموعه دو هر برای زیرا

شͬ هر برای اگر تنها و اگر است چپ الحاقͬ دارای G : D → C تابعگون [۲] .۲۵ −۱ −۱ قضیه

برای بەطوری که باشند داشته وجود D رسته در fA : A→ GBA ریخت و BA شͬ ،C رسته در A

داشته وجود gf : BA → B منحصربەفرد ریخت ،D در f : A → GB ریخت هر و B شͬ هر
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.Ggf ◦ fA
= f بەطوری که باشد

زیررسته صورت، این در باشد. C زیررستە D کنید فرض .۲۶ −۱ −۱ تعریف

چپ الحاقͬ دارای i : D → C شمولͬ تابعگون اگر است C رسته انعکاسͬ ،D زیررستە الف)

باشد.

راست الحاقͬ دارای i : D → C شمولͬ تابعگون اگر است C رسته هم انعکاسͬ ،D زیررستە ب)

باشد.

توپولوژی رسته ۲ −۱
بیشتر مطالعه برای ͬ کنیم. م بیان را توپولوژی فضای ͷی از نیاز مورد مقدمات بخش، این در

ببینید. را [۲۹] مرجع ͬ توانید م

بر توپولوژی ͷی τ ⊆ P(X) خانواده باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .۱ −۲ −۱ تعریف

هرگاه، است X روی

باشد، X و ∅ مجموعەهای شامل τ الف)

،{Xα}α ⊆ τ هر برای یعنͬ، باشد، آن در موجود زیرمجموعەهای از دلخواه تعداد هر شامل τ ب)

.
⋃

α
Xα ∈ τ

باشد. τ عضو τ عضو دو هر اشتراک پ)

ͬ گوییم. م باز مجموعه ͷی را توپولوژی عضو هر ͬ نامیم. م توپولوژی فضای ͷی را (X, τ ) دوتایی

هرگاه، است بسته X در Y ⊆ X آن گاه باشد، توپولوژی فضای ͷی (X, τ ) اگر .۲ −۲ −۱ ملاحظه

.Y c = X \ Y = {x ∈ X | x /∈ Y } ∈ τ

این صورت، در باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .۳ −۲ −۱ مثال

ناگسسته توپولوژی را توپولوژی این است. X روی بر توپولوژی ͷی {∅, X} مجموعه (۱
ͬ نامند. م
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ͬ نامند. م گسسته توپولوژی را توپولوژی این است. X روی بر توپولوژی ͷی P(X) مجموعه (۲

به توپولوژی این است. X روی بر توپولوژی ͷی τ = {∅, {۱}, X} آن گاه ،X = {۰, ۱} اگر (۳
است. معروف ͬͺسیرپنس توپولوژی

است. X روی بر توپولوژی ͷی P
cof
(X)=̇{A ⊆ X | است Xمتناهͬ \A}∪{∅} مجموعه (۴

ͬ نامند. م هم متناهͬ توپولوژی را توپولوژی این

هر اشتراک اگر ͬ نامیم م الͺساندروف⁃گسسته را (X, τ ) توپولوژی فضای ͷی .۴ −۲ −۱ تعریف

باشد. باز ،X در باز مجموعەهای از خانوادەای

فضای ͷی از است مثالͬ زیر مثال است. الͺساندروف توپولوژی متناهͬ، توپولوژی فضای هر

نیست. الͺساندروف توپولوژی که توپولوژی

طبیعͬ عدد هر برای ͬ گیریم. م نظر در را معمولͬ توپولوژی با حقیقͬ اعداد فضای .۵ −۲ −۱ مثال

باز
⋂

n
Un = {۰} بازەها این دلخواه اشتراک اما هستند. باز Un = (−۱/n, ۱/n) بازەهای ،n ∈ N

نیست.

ͷی این صورت، در باشند. توپولوژی فضای دو (Y, τ
Y
) و (X, τ

X
) کنید فرض .۶ −۲ −۱ تعریف

هر برای بەطوری که f : X → Y تابع از است عبارت f : (X, τ
X
) → (Y, τ

Y
) پیوسته تابع

.f−۱(U) ∈ τ
X

،U ∈ τ
Y

این صورت، در باشد. توپولوژی فضای ͷی (X, τ ) کنید فرض .۷ −۲ −۱ مثال

id
(X,τ)

: (X, τ ) → (X, τ ) این صورت، در ͬ گیریم. م نظر در را id
X
: X → X همانͬ تابع (۱

است. همانͬ پیوسته تابع ͷی

است. پیوسته تابع ͷی f : (Y,P(Y )) → (X, τ ) آن گاه باشد، تابع f : Y → X اگر (۲

است. پیوسته تابع ͷی f : (X, τ ) → (Y, {∅, Y }) آن گاه باشد، تابع f : X → Y اگر (۳

است. پیوسته تابع ͷی پیوسته، توابع ترکیب .۸ −۲ −۱ ملاحظه
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توابع و توابع ترکیب عمل با آن ها بین پیوسته توابع بەهمراه توپولوژی فضاهای .۹ −۲ −۱ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش Top با را آن که ͬ دهند م رسته ͷی تشͺیل همانͬ پیوسته

این صورت، در باشد. تابع f : X → Y و توپولوژی فضای ͷی (Y, τ
Y
) کنید فرض .۱۰ −۲ −۱ گزاره

است. X روی بر توپولوژی ͷی τ = {f−۱(V ) | V ∈ τ
Y
}

داریم، را زیر روابط f−۱ خاصیت های به توجه با اثبات.

،f−۱(∅) = ∅ (۱

،f−۱(Y ) = X (۲

،f−۱(A ∩ B) = f−۱(A) ∩ f−۱(B) (۳

.f−۱(A ∪ B) = f−۱(A) ∪ f−۱(B) (۴

است. توپولوژی ͷی τ پس

بر τ توپولوژی تحدید آن گاه ،Y ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ͷی (X, τ ) اگر .۱۱ −۲ −۱ ملاحظه

است. Y روی بر توپولوژی ͷی ͬ شود، م تعریف τ |
Y
= {Y ∩A | A ∈ τ} صورت به که Y روی

ͬ گوییم. م (X, τ ) توپولوژی زیرفضای را (Y, τ |
Y
) دوتایی

تابع این صورت، در باشند. توپولوژی فضای دو (Y, τ
Y
) و (X, τ

X
) کنید فرض .۱۲ −۲ −۱ لم

(همسان ریخت، توپولوژی یͺریختͬ را f : (X, τ
X
) → (Y, τ

Y
) پوشای و ͷی به ͷی پیوسته،

ͷی f−۱ : (Y, τ
Y
) → (X, τ

X
) وارون تابع هرگاه ͬ گوییم، م توپولوژی) همریختͬ همیومورفیسم،

باشد. پیوسته تابع

نیست. توپولوژی یͺریختͬ id : (X,P(X)) → (X, {∅, X}) پیوسته تابع .۱۳ −۲ −۱ مثال

را B این صورت، در .B ⊆ τ و باشد توپولوژی فضای ͷی (X, τ ) کنید فرض .۱۴ −۲ −۱ تعریف

باشد. B اعضای از اجتماعͬ τ از ناتهͬ عضو هر هرگاه ͬ گوییم م τ توپولوژی برای پایه ͷی
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نقطەدار رستەهای ۱ −۲ −۱

اگر: ͬ نامیم م نقطەدار را C رسته ͷی .۱۵ −۲ −۱ تعریف

باشد. ۰ صفر شͬء ͷی دارای .۱

ترکیب از که باشد داشته وجود ۰A,B : A→ B صفر ریخت ͷی ،B و A شͬء دو هر برای .۲
آید. دست به B به ۰ از و ۰ به یͺتا ریخت های

ͬͽهم نقطەدار) ͷتوپولوژی (فضاهای Top∗ و Vectk ،Ab ،Grp رستەهای .۱۶ −۲ −۱ مثال

هستند. نقطەدار رستەهای

.[۸] ͬ روند م بەکار ͷکلاسی تاب نظریه مطالعه در نقطەدار، رستەهای

نقطەدار رستەهای در هم هسته و هسته ۲ −۲ −۱

باشد. C در ریخت ͷی f : A→ B و نقطەدار رسته ͷی C کنید فرض .۱۷ −۲ −۱ تعریف

که: طوری به است ریخت ͷی k : K → A و K ∈ C آن در که است (K, k) زوج ،f هسته .۱

،f ◦ k = ۰ الف)

دارد وجود u : K ′ → K یͺتای ریخت ،f ◦ k′ = ۰ با k′ : K ′ → A ریخت هر برای ب)

.k′ = k ◦ u که

که: طوری به است c : B → C ریخت ͷی ،f هم هسته .۲

،c ◦ f = ۰ الف)

دارد وجود v : C → C ′ یͺتای ریخت ،c′ ◦ f = ۰ با c′ : B → C ′ ریخت هر برای ب)

.c′ = v ◦ c که

همریختͬ ͷی هم هسته و هسته ،Grp رسته در گروەها). رسته در هم هسته و (هسته ۱۸ −۲ −۱ مثال

ͬ شوند: م تعریف ͷکلاسی صورت به ϕ : G→ H گروهͬ
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شامل. همریختͬ همراه به ker(ϕ) = {g ∈ G | ϕ(g) = eH} ●

همراه به ،H در ϕ(G) نرمال بستار حسب بر H خارج قسمت یعنͬ ،coker(ϕ) = H/ϕ(G) ●

تصویر. همریختͬ

است. بدیهͬ گروه coker(ϕ) باشد، پوشا ϕ اگر خاص، طور به

دقیق دنبالەهای ۳ −۲ −۱

ریخت ها از دنبالەای ،C نقطەدار رسته ͷی در .۱۹ −۲ −۱ تعریف

· · · → Ai−۱
fi−۱−−→ Ai

fi−→ Ai+۱ → · · ·

اگر: ͬ نامیم م Ai در دقیق را

است). صفر ریخت متوالͬ، ریخت دو (ترکیب fi ◦ fi−۱ = ۰ .۱

یͺتای ریخت ،fi ◦ g = ۰ که طوری به g : X → Ai ریخت هر و X شͬء هر برای .۲
.g = fi−۱ ◦ h که طوری به دارد وجود h : X → Ai−۱

باشد. fi برای هسته ͷی باید fi−۱ دیͽر، عبارت به

ͬ نامیم. م دقیق دنباله ͷی را آن باشد، دقیق Ai مواضع تمام در دنباله اگر

دنباله .۲۰ −۲ −۱ تعریف

۰ → A
f−→ B

g−→ C → ۰

اگر: ͬ نامیم م کوتاه دقیق دنباله ͷی را

.(ker(f) = ۰ که است آن معادل نقطەدار رستەهای در (که باشد تکریختͬ ͷی f .۱

.(coker(g) = ۰ که است آن معادل رستەها از بسیاری در (که باشد بروریختͬ ͷی g .۲
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هم هسته ͷی g معادل، طور به (یا باشد g برای هسته ͷی f یعنͬ باشد، دقیق B در دنباله .۳
باشد). f برای

im(f) = ͷکلاسی شرط معادل تعریف این ،ModR یا Ab مانند رستەهای در .۲۱ −۲ −۱ ملاحظه

اساس بر که ͬ کنیم م استفاده شده ارائه رستەای تعریف از ͬ تر، عموم رستەهای در اما است. ker(g)

است. استوار هم هسته و هسته مفهوم

نقطەدار رستەهای در تاب نظریه ۳ −۱
«خاص» زیراشیاء نظام مند مطالعه دارد، [۲۰] گولد و [۱۳] دیرسون کارهای در ریشه که تاب، نظریه

است. رسته ͷی در

تاب نظریه ۱ −۳ −۱

جفت C در تاب نظریه ͷی باشد. ۰ صفر شͬء با نقطەدار رسته ͷی C کنید فرض .۱ −۳ −۱ تعریف

که: است پر زیررستەهای از (T ,F)

.HomC(T, F ) = {۰} ،F ∈ F و T ∈ T هر برای .۱

کوتاه دقیق دنباله ͷی ،X ∈ C شͬء هر برای .۲

۰ → T → X → F → ۰

.F ∈ F و T ∈ T که دارد وجود

ͬ نامیم. م آزاد را F در اشیاء و تاب را T در اشیاء

ͷی زیر (T ,F) جفت آبلͬ، گروەهای Ab رسته در آبلͬ). گروەهای در آزاد و (تاب ۲ −۳ −۱ مثال

است: ͷکلاسی تاب نظریه

دارد). متناهͬ مرتبه آن عضو هر که (گروەهایی تاب گروەهای همه کلاس :T ●
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خنثͬ عضو متناهͬ، مرتبه با عضو تنها که (گروەهایی بی تاب گروەهای همه کلاس :F ●

است).

عضوی متناهͬ) مرتبه با عضو هایی همه (مجموعه t(G) آن پریشالͬ زیرگروه ،G آبلͬ گروه هر برای

کوتاه دقیق دنبالە است. F از عضوی G/t(G) خارج قسمت و است T از

۰ → t(G) → G→ G/t(G) → ۰

رستەهای به تاب مفهوم تعمیم برای اصلͬ الهام بخش مثال، این ͬ کند. م ارضا را تعریف دوم شرط

.[۱۳] است بوده دیͽر

ͷی متناهͬ) بی مؤلفه گروەهای متناهͬ، (گروەهای جفت ،Ab رسته در .۱ .۳ −۳ −۱ مثال

است. تاب نظریه

جفت ،S اول ایدآل مجموعه هر برای ،(R حلقه روی راست (مدول های ModR رسته در .۲
است، S⁃بدون تاب مدول های شامل FS و S⁃تاب مدول های شامل TS آن در که (FS ،TS)

ͬ دهد. م تشͺیل تاب نظریه ͷی
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نظریه و پیش مرتب مجموعەهای رسته

پیش تاب

مجموعەهای ͬ پردازیم. م آن ها با مرتبط ساختارهای و پیش مرتب مجموعەهای مطالعه به فصل این در

مفهوم دو هر همزمان طور به که است ریاضیات در ترتیبی ساختارهای بنیادی ترین از ͬͺی پیش مرتب

توسعه و معرفͬ فصل، این در اصلͬ هدف ͬ گیرند. م بر در را جزئͬ ترتیب رابطه و هم ارزی رابطه

است. نظریه این از برگرفته پایدار رسته بررسͬ و پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه

به تاب ͷکلاسی نظریەهای تعمیم و مرتبەای جبری ساختارهای درک در اساسͬ نقش مفاهیم این

ͬ کنند. م ایفا ͬ تر عموم زمینەهای

مرتب مجموعەهای رسته ۱ −۲
زیرمجموعەای ،P مجموعه روی ρ رابطه ͷی باشد. مجموعه ͷی P کنید فرض .۱ −۱ −۲ تعریف

:P مجموعه روی ρ رابطه است. P × P از

،x ≤ x ،x ∈ P هر برای هرگاه است بازتابی ●

،x ≤ z آن گاه ،y ≤ z و x ≤ y ،x, y, z ∈ P هر برای اگر است تراگذری ●

۱۶
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.x = y آن گاه ،y ≤ x و x ≤ y اگر ،x, y ∈ P هر برای هرگاه است پادتقارنͬ ●

.y ≤ x آن گاه ،x ≤ y اگر ،x, y ∈ P هر برای هرگاه است تقارنͬ ●

و پادتقارنͬ بازتابی، هرگاه، است جزیی ترتیبی رابطه P مجموعه روی ρ رابطه .۲ −۱ −۲ تعریف

باشد. تراگذری

برای یعنͬ، باشد، خطͬ که است ͬ ای جزئ ترتیب رابطه خطͬ، ترتیب رابطه ͷی .۳ −۱ −۲ تعریف

باشد. مقایسەپذیر آن عضو دو هر دیͽر، عبارت به .y ≤ x یا x ≤ y ،x, y ∈ P هر

تراگذری و تقارنͬ بازتابی، هرگاه، است هم ارزی رابطه P مجموعه روی ρ رابطه .۴ −۱ −۲ تعریف

باشد.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ParOrd رسته .۵ −۱ −۲ تعریف

روی جزئͬ ترتیب رابطه ͷی ≤ و ناتهͬ مجموعه ͷی A آن در که (A,≤) جفت های اشیاء: ●

است. A

،x ≤A y اگر ،x, y ∈ A هر برای که طوری به f : (A,≤A) → (B,≤B) توابع ریخت ها: ●

ͬ نامیم. م ترتیب حفظ کننده را توابع این .f(x) ≤B f(y) آن گاه

آن: در که است رستەای Triv رسته .۶ −۱ −۲ تعریف

A روی تساوی رابطه ͷی = و ناتهͬ مجموعه ͷی A آن در که (A,=) زوج های اشیاء: ●

است.

آن گاه ،x = y اگر ،x, y ∈ A هر برای که طوری به f : (A,=) → (B,=) توابع ریخت ها: ●

ͬ نامیم. م تساوی حفظ کننده را توابع این .f(x) = f(y)

آن در که است زیررستەای Equiv رسته

A روی هم ارزی رابطه ͷی ∼
A

و ناتهͬ مجموعه ͷی A آن در که (A,∼
A
) زوج های اشیاء: ●

است.

،x ∼
A
y اگر ،x, y ∈ A هر برای که طوری به f : (A,∼

A
) → (B,∼

B
) توابع ریخت ها: ●

ͬ نامیم. م هم ارزی رابطه حفظ کننده را توابع این .f(x) ∼
B
f(y) آن گاه
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پیش مرتب مجموعەهای رسته ۲ −۲
A روی ρ مانند دوتایی رابطەای A ناتهͬ مجموعه ͷی روی پیش ترتیب ͷی .۱ −۲ −۲ تعریف

است: زیر خاصیت دو با ( A× A از (زیرمجموعەای

است. برقرار aρa رابطه ،a ∈ A عضو هر برای بازتابی: .۱

برقرار نیز aρc آن گاه باشند، برقرار bρc و aρb اگر ،a, b, c ∈ A عضو سه هر برای تراگذری: .۲
است.

ͬ نامیم. م پیش مرتب مجموعه ͷی را (A, ρ) زوج

برای را (A, ρ) پیش مرتب مجموعه باشد، شده بیان واضح طور به پیش ترتیب رابطه که هنگامͬ

ͬ دهیم. م نشان A با سادگͬ

در ریخت ͷی است. ناتهͬ پیش مرتب مجموعەهای تمام شامل Preord رسته .۲ −۲ −۲ تعریف

زیر شرط در که است f : A → A′ تابع ،(A′, ρ′) و (A, ρ) پیش مرتب مجموعه دو بین رسته این

کند: صدق

چنین به است. برقرار نیز f(a)ρ′f(b) آن گاه باشد، برقرار aρb اگر ،a, b ∈ A عضو دو هر برای

ͬ شود. م گفته نیز ترتیب حفظ کننده یا افزاینده توابع توابعͬ،

بین ͷی به ͷی تناظر ͷی صورت این در باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی A کنید فرض .۳ −۲ −۲ گزاره

∼ آن در که دارد، وجود (∼,≤) زوج های تمام مجموعه و A روی ρ پیش ترتیب های تمام مجموعه

است. A/ ∼ قسمتͬ خارج مجموعه روی جزئͬ ترتیب ͷی ≤ و A روی هم ارزی رابطه ͷی

ͬ کنیم. م تعریف را همدیͽر معکوس تابع دو گزاره، این اثبات برای اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را 'ρ هم ارزی رابطه ،A روی ρ پیش ترتیب هر برای اول: جهت

a 'ρ b اگر تنها و اگر aρb و bρa.
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جزئͬ ترتیب سپس ͬ کند. م شناسایی هستند، متقارن ρ به نسبت که را عضوهایی دقیقاً رابطه این

ͬ کنیم: م تعریف صورت این به را A/ 'ρ روی ≤ρ

[a]≃ρ ≤ρ [b]≃ρ اگر تنها و اگر aρb.

است. خوش تعریف ρ تراگذری دلیل به تعریف این

روی جزئͬ ترتیب ≤ و A روی هم ارزی رابطه ∼ آن در که (∼,≤) زوج هر برای دوم: جهت

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را A روی ρ(∼,≤) پیش مرتب ،A/ ∼

aρ(∼,≤)b اگر تنها و اگر [a]∼ ≤ [b]∼.

لازم شرایط تمام در و هستند یͺدیͽر معکوس تناظرها این که کرد بررسͬ سادگͬ به ͬ توان م

ͬ کنند. م صدق ͷی به ͷی تناظر ͷی برای

(A, ρ) پیش مرتب مجموعەهای تمام شامل Preord از ParOrd پر زیررسته .۴ −۲ −۲ تعریف

پادمتقارن خاصیت تراگذری، و بازتابی بر علاوه یعنͬ است، جزئͬ ترتیب ͷی ρ آن در که است

.a = b آن گاه ،bρa و aρb اگر دارد: نیز

است (A, ρ) پیش مرتب مجموعەهای تمام شامل Preord از Equiv پر زیررسته .۵ −۲ −۲ تعریف

دارد. نیز تقارن خاصیت تراگذری، و بازتابی بر علاوه یعنͬ است، هم ارزی رابطه ͷی ρ آن در که

است. دلخواه هم ضرب های و دکارتͬ ضرب های دارای Preord رسته .۶ −۲ −۲ گزاره

مجموعه آن ها هم  ضرب ،{(Ai, ρi) | i ∈ I} پیش مرتب مجموعەهای از خانوادەای برای اثبات.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که است ρ پیش ترتیب با همراه A :=
∐

i∈I Ai

(a, i)ρ(b, j) اگر تنها و اگر i = j و aρib.

ندارند. هم با رابطەای هیچ گونه مختلف مؤلفەهای از عضوهایی که ͬ کند م تضمین تعریف این

صورت به که است جزءبەجزء پیش ترتیب با همراه
∏

i∈I Ai مجموعه نیز خانواده این دکارتͬ ضرب
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ͬ شود: م تعریف زیر

(f, g) ∈ ρ اگر تنها و اگر ∀i ∈ I, f(i)ρig(i).

و هم ضرب به مربوط جهانͬ خاصیت های در ساختارها این که کرد بررسͬ ͬ توان م راحتͬ به

ͬ کنند. م صدق Preord رسته در ضرب

یعنͬ باشد، همانͬ رابطه ρ اگر ͬ نامیم م بدیهͬ را Preord در (A, ρ) شͬء ͷی .۷ −۲ −۲ تعریف

.a = b اگر تنها و اگر aρb

ͬ دهیم. م نشان Triv با را بدیهͬ اشیاء تمام زیررسته

در باشد. تابع ͷی f : A→ A′ و Preord در اشیائͬ (A′, ρ′) و (A, ρ) کنید فرض .۸ −۲ −۲ لم

هر برای اگر تنها و اگر است Preord در بدیهͬ ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) این صورت،

.f(a) = f(b) باشیم داشته aρb با a, b ∈ A

h : (B,=) → (A′, ρ′) و g : (A, ρ) → (B,=) ریخت های آن گاه باشد، بدیهͬ f اگر اثبات.

پس ͬ کند، م g(a) = g(b) بر دلالت aρb است، ریخت ͷی g که آن جا از .f = hg که دارند وجود

.f(a) = h(g(a)) = h(g(b)) = f(b)

تجزیه f = fπ صورت به را f ͬ توان م آن گاه کند، f(a) = f(b) بر دلالت aρb اگر برعکس،

هم ارزی رابطه با قسمتͬ خارج تصویر π : A→ A/ ∼f آن در که کرد،

a ∼f b اگر تنها و اگر f(a) = f(b)

ͷی (A/ ∼f ,=) همچنین، است. f([a]∼
f
) = f(a) ضابطه با القایی تابع f : A/ ∼f→ A′ و

است. بدیهͬ شͬء

ͬ دهیم. م نشان Hom(A,A′) با را Preord رسته در A′ به A از ریخت های تمام مجموعه

ͬ دهیم. م نمایش Triv(A,A′) با را A′ به A از بدیهͬ ریخت های تمام مجموعه همچنین،
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پیش مرتب مجموعەهای و الͺساندروف توپولوژی ۳ −۲
ͬ کنیم: م یادآوری را الͺساندروف توپولوژی فضای تعریف ابتدا

خانوادەای هر اشتراک اگر ͬ نامیم م الͺساندروف⁃گسسته Xرا توپولوژی فضای ͷی .۱ −۳ −۲ تعریف

باشد. باز ،X در باز مجموعەهای از

بین پیوسته توابع همراه به الͺساندروف⁃گسسته توپولوژی فضاهای تمام رسته .۲ −۳ −۲ تعریف

است. Top رسته از پر زیررستەای که ͬ دهیم م نمایش ATop با را آن ها

ساخت. نظیر ͬ توان م τρ توپولوژی ͷی (X, ρ) مرتب پیش مجموعه هر به .۳ −۳ −۲ لم

،xρa ویژگͬ با x ∈ X و a ∈ U هر برای اگر تنها و اگر ͬ گوییم م باز U ⊆ X زیرمجموعه اثبات.

ͬ دهیم: م قرار .x ∈ U باشیم داشته

τρ = {U ⊆ X |
(
(∀ a ∈ U) (∀ x ∈ X) xρa ⇒ x ∈ U

)
}.

است. الͺساندروف توپولوژی ͷی τρ دید ͬ توان م سادگͬ به این صورت، در

دارد: وجود زیر بەصورت تابعگون ͷی ATop رسته به Preord رسته از .۴ −۳ −۲ لم

F : Preord // ATop

(X, ρ)

f

��

// (X, τρ)

F (f)(U)=f(U)

��

(Y, ρ′) // (Y, τ
ρ′
)

ͬ کنیم م ثابت .U ∈ τ
ρ′

کنیم فرض است. پیوسته تابعͬ F (f) دهیم نشان است کافͬ اثبات.

.xρa و x ∈ X, a ∈ (F (f))−۱(U) ͬ کنیم، م فرض منظور این برای .F (f)−۱(U) ∈ τρ

و xρa ازاین که .f(a) ∈ U پس .a ∈ f−۱(U) داریم ،(F (f))−۱(U) = f−۱(U) چون

ͬ دهد م نتیجه که f(x) ∈ U پس .f(x)ρf(a) ͬ آوریم: م بەدست است، پیش ترتیب حافظ f

.x ∈ F (f)−۱(U)
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نظیر ͬ توان م پیش ترتیب رابطه ͷی الͺساندروف⁃گسسته، توپولوژی فضای هر به .۵ −۳ −۲ لم

ساخت.

زیر صورت به که ≤τ رابطه باشد. الͺساندروف توپولوژی فضای (X, τ ) ͬ کنیم م فرض اثبات.

ͬ شود: م تعریف

x ≤τ y ⇔ {y} ⊆ {x},

است. پیش ترتیب رابطه ͷی

دارد: وجود زیر صورت به تابعگون ͷی Preord رسته به ATop رسته از .۶ −۳ −۲ لم

G : ATop // Preord

(X, τ )

f

��

// (X,≤τ )

G(f)=f

��

(Y, τ ′) // (Y,≤
τ ′
)

x, x′ ∈ X ͬ کنیم م فرض است. پیش ترتیب کننده حفظ f تابع دهیم نشان است کافͬ اثبات.

{f(x′)} ⊆ داریم است، پیوسته f تابع چون حال .{x′} ⊆ {x} این صورت، در .x ≤τ x
′ و

.{f(x)}

است. یͺریخت Preord رسته با Top پر زیررسته .۷ −۳ −۲ قضیه

هم وارون G و F تابعگون دو ،۶ −۳ −۲ و ۵ −۳ −۲،۴ −۳ −۲،۳ −۳ −۲ لم های به توجه با اثبات.

این به را X روی τρ توپولوژی ،(X, ρ) پیش مرتب مجموعه هر برای خلاصه، طور به هستند.

و a ∈ U هر برای اگر تنها و اگر است باز U ⊆ X زیرمجموعه ͷی که ͬ کنیم م تعریف صورت

به نسبت پایین به رو مجموعه ͷی باید U دیͽر، عبارت به .x ∈ U باشیم داشته ،xρa با x ∈ X

رو مجموعەهای از خانوادەای هر اشتراک زیرا است الͺساندروف⁃گسسته توپولوژی این باشد. ρ

است. پایین به رو مجموعه ͷی خود پایین به
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صورت به X روی را ≤τ پیش مرتب ،(X, τ ) الͺساندروف⁃گسسته فضای هر برای برعکس،

ͬ کنیم: م تعریف زیر

x ≤τ y اگر تنها و اگر {y} ⊆ {x},

ایجاد رستەها بین یͺریختͬ ͷی تناظر این است. τ توپولوژی در S مجموعه بستار S آن در که

ͬ کند. م

را B ⊆ A زیرمجموعه ͷی باشد. پیش مرتب مجموعه ͷی (A, ρ) کنید فرض .۸ −۳ −۲ تعریف

.b 6 ρa و a 6 ρb باشیم داشته ،b ∈ B و a ∈ A \B هر برای اگر ͬ نامیم م بسته⁃باز

الͺساندروف⁃ فضای در اگر تنها و اگر است بسته⁃باز (A, ρ) Bاز زیرمجموعه ͷی .۹ −۳ −۲ گزاره

باشد. بسته⁃باز (A, τρ) گسسته

و باشد پیش مرتب مجموعەهای از خانوادەای {(Ai, ρi) | i ∈ I} کنید فرض .۱۰ −۳ −۲ لم

در Ai × {i} کانونͬ تصویر ،i ∈ I هر برای باشد. Preord در آن ها هم ضرب (
∐

i∈I Ai, ρ)

است. بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی هم ضرب

و (a, i) 6 ρ(b, j) آن گاه ،b ∈ Aj و a ∈ Ai ،j ∈ I \{i} اگر هم ضرب، پیش مرتب تعریف با اثبات.

است. بسته⁃باز Ai ×{i} بنابراین نیست. برقرار تعریف در i = j شرط زیرا ،(b, j) 6 ρ(a, i)

بروریختͬ و تکریختͬ

این صورت: در باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۱۱ −۳ −۲ گزاره

باشد. ͷبەی ͷی تابع f اگر تنها و اگر است Preord در تکریختͬ f .۱

باشد. پوشا تابع f اگر تنها و اگر است Preord در  ͬ برو ریخت f .۲

:(۱) قسمت اثبات.

a۱, a۲ ∈ Aعضوهای پس نباشد. ͷبەی ͷی اما Preordباشد در تکریختͬ ͷی f کنید فرض (⇐)

در را B = {b} تک عضوی مجموعه .f(a۱) = f(a۲) که طوری به دارند وجود a۱ 6= a۲ با
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h(b) = a۲ و g(b) = a۱ صورت به را g, h : (B,=) → (A, ρ) ریخت دو و بͽیرید نظر

(f ◦ g)(b) = f(a۱) = f(a۲) = اما .a۱ 6= a۲ چون g 6= h که است واضح کنید. تعریف

بنابراین است. تناقض در f بودن تکریختͬ فرض با این .f ◦ g = f ◦ h پس ،(f ◦ h)(b)

باشد. ͷبەی ͷی باید f

که طوری به باشند ریخت هایی g, h : (B, σ) → (A, ρ) و باشد ͷبەی ͷی f کنید فرض (⇒)

است، ͷبەی ͷی f چون و f(g(b)) = f(h(b)) داریم ،b ∈ B هر برای .f ◦ g = f ◦ h

است. تکریختͬ ͷی f نتیجه در g = h بنابراین .g(b) = h(b)

:(۲) قسمت

فرض .A′ \ f(A) 6= ∅ پس نباشد. پوشا اما باشد Preord در  ͬ برو ریخت ͷی f کنید فرض (⇐)

تعریف زیر صورت به را g, h : (A′, ρ′) → (A′t{∗}, τ) ریخت دو .a′۰ ∈ A′ \f(A) کنید

ͬ کنیم: م

g(a′) =


a′, a′ ∈ f(A)

∗, a′ /∈ f(A)

و h(a′) =


a′, a′ ∈ f(A)

a′۰, a′ /∈ f(A)

f(a) ∈ ،a ∈ A هر برای است. A′ t {∗} روی مناسب پیش ترتیب رابطه ͷی τ آن در که

برای چون g 6= h اما .g ◦ f = h ◦ f بنابراین .g(f(a)) = f(a) = h(f(a)) پس f(A)

است. تناقض در f بودن  ͬ برو ریخت فرض با این .g(a′۰) = ∗ 6= a′۰ = h(a′۰) ،a′۰ /∈ f(A)

باشد. پوشا باید f بنابراین

.g◦f = h◦f که طوری به باشند ریخت هایی g, h : (A′, ρ′) → (B, σ) و پوشا f کنید فرض (⇒)

پس .f(a) = a′ که طوری به دارد وجود a ∈ A است، پوشا f چون ،a′ ∈ A′ هر برای

است.  ͬ برو ریخت ͷی f نتیجه در g = h بنابراین .g(a′) = g(f(a)) = h(f(a)) = h(a′)
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پیش مرتب مجموعەهای رسته در تجزیەپذیری ۴ −۲
برای اگر ͬ نامیم م Preord رسته در تجزیەناپذیر را (A, ρ) پیش مرتب مجموعه .۱ −۴ −۲ تعریف

B
∐
C با یͺریخت A پیش مرتب مجموعه ،C و B مجزای و ناتهͬ پیش مرتب مجموعه دو هیچ

نباشد.

هستند: معادل (A, ρ) پیش مرتب مجموعه ͷی برای زیر شرایط .۲ −۴ −۲ لم

است. تجزیەناپذیر (A, ρ) .۱

است. همبند (A, τρ) الͺساندروف⁃گسسته فضای .۲

است، همبند (A, τρ) این که اثبات برای باشد. تجزیەناپذیر (A, ρ) کنید فرض :(۱) ⇒ (۲) اثبات.

و U مجزا و ناتهͬ باز مجموعه دو صورت، این در باشد. ناهمبند (A, τρ) که ͬ کنیم م خلف فرض

که: طوری به دارند وجود τρ در V

A = U ∪ V و U ∩ V = ∅.

،aρb اگر این صورت، در .b ∈ U و a ∈ V ͬ کنیم م فرض است. باز U که V = A \ U داریم

است. بسته⁃باز A در V ،===۲ −۴ −۳=== تعریف به بنا پس است. تناقض که a ∈ U آن گاه

هستند. مجزا و بسته⁃باز ناتهͬ، دو هر V و U پس، است. بسته⁃باز A در نیز U مشابه، بەطور

بنابراین:

(A, ρ) ∼= (U, ρ|U)
∐

(V, ρ|V )

باشد. همبند باید (A, τρ) که ͬ دهد م نشان تناقض این است. تناقض در (A, ρ) تجزیەناپذیری با که

خلف فرض ،(A, ρ) تجزیەناپذیری اثبات برای باشد. همبند (A, τρ) کنید فرض :(۲) ⇒ (۱)
(C, δ) و (B, σ) ناتهͬ پیش مرتب مجموعه دو صورت، این در باشد. تجزیەپذیر (A, ρ) که ͬ کنیم م

که: طوری به دارند وجود

(A, ρ) ∼= (B, σ)
∐

(C, δ).
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،c ∈ C و b ∈ B هر برای که ͬ دانیم م هم ضرب پیش مرتب تعریف از ،(B
∐
C, ρ) هم ضرب در

زیرمجموعەهای دو هر C و B که ͬ دانیم م قبلͬ لم های از همچنین، است. برقرار cρb نه و bρc نه

هستند. (A, ρ) در بسته⁃باز

نشان که ،B ∩ C = ∅ با A = B ∪ C آن گاه باشند، ناتهͬ و بسته⁃باز دو هر C و B اگر اما

(A, ρ) بنابراین، است. تناقض در (A, τρ) همبندی فرض با این است. ناهمبند (A, τρ) ͬ دهد م

باشد. تجزیەناپذیر باید

توسط شده تولید هم ارزی رابطه باشد. پیش مرتب مجموعه ͷی (A, ρ) کنید فرض .۳ −۴ −۲ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که ͬ دهیم، م نشان ≡ρ با را ρ

به باشد داشته وجود A در x۰ = x, x۱, . . . , xn = y مانند متناهͬ دنبالەای اگر تنها و اگر x ≡ρ y

.xiρxi−۱ یا xi−۱ρxi باشیم داشته ،i = ۱, . . . , n هر برای که طوری

باشد. پیش مرتب مجموعه ͷی (A, ρ) کنید فرض .۴ −۴ −۲ لم

.[a]≡ρ ⊆ B آن گاه ،a ∈ B و باشد بسته⁃باز B ⊆ A اگر .۱

است. همبند و بسته⁃باز [a]≡ρ هم ارزی کلاس ،a ∈ A هر برای .۲

است. ≡ρ رابطه به نسبت هم ارزی کلاس های اجتماع A از بسته⁃باز زیرمجموعه هر .۳

هستند. ≡ρ رابطه به نسبت A هم ارزی کلاس های دقیقاً A همبندی مؤلفەهای .۴

.[a]≡ρ ⊆ B ͬ دهیم م نشان .a ∈ B و باشد بسته⁃باز B ⊆ A کنید فرض :(۱) اثبات اثبات.

A در x۰ = a, x۱, . . . , xn = x عضوهای از دنبالەای ،≡ρ تعریف طبق .x ∈ [a]≡ρ کنید فرض

.xiρxi−۱ یا xi−۱ρxi یا ،i = ۱, . . . , n هر برای که طوری به دارد وجود

.xk ∈ B که ͬ دهیم م نشان k = ۰, ۱, . . . , n روی استقرا با حال

.x۰ = a ∈ B فرض طبق ،k = ۰ بنابر استقرا: پایه

داریم: حالت دو .xk ∈ B کنید فرض استقرا: گام

xk 6 آن گاه ،xk+۱ /∈ B اگر ،xk ∈ B و است بسته⁃باز B که آن جا از ،xkρxk+۱ اگر :۱ حالت

.xk+۱ ∈ B بنابراین است). تناقض در بودن بسته⁃باز تعریف با صورت این غیر در (چون ρxk+۱
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آن گاه ،xk+۱ /∈ B اگر ،xk ∈ B و B بودن بسته⁃باز به توجه با ،xk+۱ρxk اگر :۲ حالت

.xk+۱ ∈ B بنابراین .xk+۱ 6 ρxk

.xn = x ∈ B استقرا، با بنابراین .xk+۱ ∈ B حالت، دو هر در

به y ∈ A و x ∈ [a]≡ρ کنید فرض است. بسته⁃باز [a]≡ρ ͬ دهیم م نشان ابتدا :(۲) اثبات

است. ρ توسط شده تولید هم ارزی رابطه ≡ρ زیرا ،x ≡ρ y صورت، این در .yρx یا xρy که طوری

است. بسته⁃باز [a]≡ρ و y ∈ [a]≡ρ پس

زیرمجموعەهای V و U که [a]≡ρ = U ∪V کنید فرض ͬ دهیم. م نشان را [a]≡ρ همبندی اکنون

ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون ،a ∈ [a]≡ρ که آن جا از باشند. A از مجزا و ناتهͬ بسته⁃باز

ناتهͬ با این اما .[a]≡ρ ⊆ U داریم ،a ∈ U و است بسته⁃باز U چون ،(۱) قسمت از .a ∈ U

است. همبند [a]≡ρ و ندارد وجود تجزیەای چنین بنابراین است. تناقض در V بودن

ͬ دهیم: م نشان باشد. بسته⁃باز B ⊆ A کنید فرض :(۳) اثبات

B =
⋃
a∈B

[a]≡ρ .

،x ∈
⋃

a∈B[a]≡ρ اگر عکس، دادن نشان برای دارد. قرار راست طرف در واضح بەطور چپ طرف

.x ∈ B پس ،[a]≡ρ ⊆ B داریم ،(۱) قسمت از .x ∈ [a]≡ρ که طوری به دارد وجود a ∈ B آن گاه

A از همبند مؤلفه ͷی ≡ρ رابطه به نسبت هم ارزی کلاس هر ،(۲) قسمت طبق :(۴) اثبات

توجه باشد. A از همبندی مؤلفه ͷی Y کنید فرض برعکس، است. بسته⁃باز و همبند زیرا است،

از است. بسته⁃باز Y زیرفضایی توپولوژی در [a]≡ρ ∩ Y اشتراک ،a ∈ Y هر برای که ͬ کنیم م

که آن جا

Y =
⋃
a∈Y

([a]≡ρ ∩ Y )

الͺساندروف⁃ فضای ͷی (A, τρ) (زیرا است بسته⁃باز بسته⁃باز، زیرمجموعەهای اجتماع هر و

که طوری به دارد وجود a۰ ∈ Y عضوی که ͬ شود م نتیجه Y بودن همبند از است)، گسسته

[a۰]≡ρ و است همبندی مؤلفه ͷی Y که آن جا از و Y ⊆ [a۰]≡ρ دیͽر، عبارت به .Y = [a۰]≡ρ ∩Y

.[a۰]≡ρ = Y که ͬ گیریم م نتیجه است، همبند
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مجزایی اجتماع صورت به یͺتا طور به ͬ توان م را (A, ρ) پیش مرتب مجموعه هر .۵ −۴ −۲ نتیجه

نوشت: بسته⁃باز تجزیەناپذیر زیرمجموعەهای از

A =
∐

[a]≡ρ∈A/≡ρ

[a]≡ρ .

Hom(A,A′) روی RA,A′ رابطه ،Preord در (A′, ρ′) و (A, ρ) شͬء دو هر برای .۶ −۴ −۲ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را

وجود A از B بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی اگر تنها و اگر fRA,A′g ،f, g : (A, ρ) → (A′, ρ′) برای

.f |A\B = g|A\B و باشند بدیهͬ ریخت های دو هر g|B و f |B که طوری به باشد داشته

رسته روی ترکیب عمل با سازگار هم ارزی رابطه ͷی (A,A′) 7→ RA,A′ انتساب .۷ −۴ −۲ لم

است. Preord

را ویژگͬ چهار باید است، Preord رسته روی هم ارزی ͷی R این که دادن نشان برای اثبات.

کنیم: بررسͬ

بودن بازتابی :۱ ویژگͬ

آن گاه: کنیم، انتخاب را B = ∅ اگر ،Preord در f : (A, ρ) → (A, ρ) ریخت هر برای

پیش فرض) طور (به هستند بدیهͬ ریخت های دو هر f |∅ و f |∅ ●

f |A\∅ = f |A\∅ ●

.fRA,A′f پس

بودن متقارن :۲ ویژگͬ

داریم ،B زیرمجموعه همان با وضوح به آن گاه ،B ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعه با fRA,A′g اگر

.gRA,A′f

بودن متعدی :۳ ویژگͬ

که: طوری به باشند ریخت f, g, h : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض

B ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعه با fRA,A′g ●
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C ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعه با gRA,A′h ●

یعنͬ:

f |A\B = g|A\B و هستند بدیهͬ g|B و f |B ●

g|A\C = h|A\C و هستند بدیهͬ h|C و g|C ●

ͬ دهیم: م نشان ͬ گیریم. م نظر در را D = B ∪ C حال

هستند، بدیهͬ h|D و f |D الف.

.f |A\D = h|A\D ب.

داریم: حالت سه .xρy با x, y ∈ D کنید فرض الف:

،f(x) = f(y) داریم f |B بودن بدیهͬ از :x, y ∈ B اگر .۱

بدیهͬ از و ،f(y) = g(y) و f(x) = g(x) داریم f |A\B = g|A\B از :x, y ∈ C \ B اگر .۲
،f(x) = f(y) پس ،g(x) = g(y) داریم g|C بودن

x ∈ B و xρy اگر زیرا دهد رخ ͬ تواند نم حالت این برعکس: یا y ∈ C \B و x ∈ B اگر .۳
باشد). y ∈ B باید (چون است تناقض در B بودن بسته⁃باز با این ،y /∈ B و

است. بدیهͬ h|D مشابه طور به

از و f(x) = g(x) داریم f |A\B = g|A\B از آن گاه: ،x ∈ A \ D = A \ (B ∪ C) اگر ب:

.f(x) = h(x) پس .g(x) = h(x) داریم g|A\C = h|A\C

ترکیب با سازگاری :۴ ویژگͬ

ترکیب با آن سازگاری باید است، Preord رسته روی هم ارزی ͷی R این که اثبات تکمیل برای

و باشند، fRA,A′g با ریخت دو f, g : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض کنیم. بررسͬ را ریخت ها

که آن جا از باشند. دلخواهͬ ریخت های ℓ : (A′, ρ′) → (C, τ) و h : (B, σ) → (A, ρ) همچنین

هر g|X و f |X آن در که دارد وجود X ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعه تعریف، اساس بر ،fRA,A′g

است. برقرار f |A\X = g|A\X همچنین و هستند بدیهͬ ریخت های دو
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نظر از پیوسته ریخت ͷی h که آن جا از ͬ گیریم. م نظر در را h−۱(X) ⊆ B مجموعه حال

خواهد بسته⁃باز (B, σ) در نیز h−۱(X) است، بسته⁃باز X و است الͺساندروف توپولوژی

صورت این در .bσb′ با b, b′ ∈ h−۱(X) کنید فرض ،ℓfh|h−۱(X) بودن بدیهͬ اثبات برای بود.

بدیهͬ f |X چون است. برقرار h(b)ρh(b′) است، ریخت ͷی h که آن جا از و h(b), h(b′) ∈ X

نتیجه در و f(h(b)) = f(h(b′)) که ͬ گیریم م نتیجه ،h(b)ρh(b′) با h(b), h(b′) ∈ X و است

است. بدیهͬ ریخت ͷی ℓfh|h−۱(X) که ͬ دهد م نشان استدلال این .ℓ(f(h(b))) = ℓ(f(h(b′)))

بدیهͬ ریخت ͷی نیز ℓgh|h−۱(X) که داد نشان ͬ توان م ،g با f جایͽزینͬ با مشابه، کاملا́ طور به

است.

ℓfh|B\h−۱(X) = که دهیم نشان باید ͬ کنیم. م کامل را اثبات از ͬ مانده باق بخش اکنون

شرط از و h(b) ∈ A \ X صورت، این در .b ∈ B \ h−۱(X) کنید فرض .ℓgh|B\h−۱(X)

.ℓ(f(h(b))) = ℓ(g(h(b))) بنابراین ،f(h(b)) = g(h(b)) که ͬ گیریم م نتیجه f |A\X = g|A\X

هم با ℓgh و ℓfh زیرمجموعه، این کل در پس است، برقرار b ∈ B \ h−۱(X) هر برای برابری این

کامل کننده که ،h−۱(X) ⊆ B بسته⁃باز زیرمجموعه با ℓfhRB,Cℓgh که دادیم نشان پس برابرند.

است. ریخت ها ترکیب با R سازگاری اثبات

پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش هم هسته و پیش هسته ۵ −۲
f برای پیش هسته ͷی باشد. Preord در ریخت ͷی f : A → A′ کنید فرض .۱ −۵ −۲ تعریف

که: طوری به است k : X → A ریخت

است. بدیهͬ ریخت ͷی fk .۱

λ′ : Y → X یͺتای ریخت باشد، بدیهͬ ریخت fλ طوری که λ : Y → A ریخت هر برای .۲
.λ = kλ′ که طوری به دارد وجود

این صورت، در باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۲ −۵ −۲ گزاره

ͷی است، f با متناظر هم ارزی رابطه ∼f و همانͬ k آن در که ،k : (A, ρ∩ ∼f ) → (A, ρ) ریخت

است. f برای پیش هسته
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کنیم: بررسͬ را اساسͬ شرط دو باید است، f برای پیش هسته ͷی k که این اثبات برای اثبات.

است. بدیهͬ ریخت ͷی f ◦ k اول: شرط

a ∼f b و (ρ (از aρb داریم: روابط اشتراک تعریف از .a(ρ∩ ∼f )b با a, b ∈ A کنید فرض

بنابراین: .f(a) = f(b) اگر تنها و اگر a ∼f b که ͬ دانیم م ∼f رابطه تعریف از .(∼f (از

f(k(a)) = f(a) = f(b) = f(k(b))

است. بدیهͬ ریخت ͷی f ◦ k پس

پیش هسته. جهانͬ خاصیت دوم: شرط

ریخت ͷی f ◦ λ که طوری به باشد دلخواه ریخت ͷی λ : (B, σ) → (A, ρ) کنید فرض

به دارد وجود λ′ : (B, σ) → (A, ρ∩ ∼f ) یͺتای ریخت ͷی که دهیم نشان باید است. بدیهͬ

.λ = k ◦ λ′ که طوری

که کنیم ثابت باید است). شمول همانͬ k (زیرا تابع عنوان به λ′ = λ ͬ کنیم م تعریف وجود:

است. (A, ρ∩ ∼f ) به (B, σ) از ریخت ͷی واقع در λ

همچنین، .λ(b)ρλ(b′) داریم است، ریخت ͷی λ که آن جا از .bσb′ با b, b′ ∈ B کنید فرض

یعنͬ تعریف طبق که ،f(λ(b)) = f(λ(b′)) داریم: ،bσb′ و است بدیهͬ f ◦ λ که آن جا از

است. (A, ρ∩ ∼f ) به (B, σ) از ریخت ͷی λ پس ،λ(b)(ρ∩ ∼f )λ(b
′) بنابراین: .λ(b) ∼f λ(b

′)

.λ = k◦λ′′ که طوری به باشد دیͽری ریخت λ′′ : (B, σ) → (A, ρ∩ ∼f ) کنید فرض یͺتایی:

داریم: است، شمول همانͬ تابع k که آن جا از

λ(b) = k(λ′′(b)) = λ′′(b)

است. برقرار یͺتایی و λ′ = λ′′ بنابراین .b ∈ B هر برای

است. f برای پیش هسته ͷی k نتیجه، در

f که است A از زیرساختار بزرگترین k پیش هسته که ͬ دهد م نشان ساختار این .۳ −۵ −۲ ملاحظه

عضوهای به f تحت که ͬ کند م حفظ را ρ از روابطͬ ρ∩ ∼f رابطه ͬ کند. م عمل بدیهͬ آن روی
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ͬ شوند. م تابع یͺسان

پیش هسته ͷی µ : X → A و Preord در ریخت ͷی f : A → A′ کنید فرض .۴ −۵ −۲ گزاره

هستند: برقرار زیر ͬ های ویژگ صورت این در باشد. f برای

است. تک ریختͬ ͷی µ .۱

وجود λ′ : Y → X یͺتای هم ریختͬ آن گاه باشد، f برای دیͽری پیش هسته λ : Y → A اگر .۲
.λ = µλ′ که طوری به دارد

به باشند ریختͬ دو g, h : T → X و باشد پیش مرتب مجموعه ͷی T کنید فرض :(۱) اثبات.

در است. بدیهͬ ریخت ͷی fµ است، f برای پیش هسته ͷی µ که آن جا از .µg = µh که طوری

ͷی که ͬ کند م حͺم (µg (برای پیش هسته جهانͬ خاصیت است. بدیهͬ نیز fµg = fµh نتیجه

و µg = µh با مقایسه از .µg = µu که طوری به باشد داشته وجود u : T → X یͺتای ریختͬ

است. تک ریختͬ ͷی µ بنابراین .g = h = u ͬ گیریم م نتیجه ،u یͺتایی

خاصیت دارای λ و µ دو هر آن گاه باشد، f برای پیش هسته ͷی نیز λ : Y → A اگر :(۲)

به λ′ : Y → X ،λ ریخت بر µ پیش هسته خاصیت اعمال با هستند. f به نسبت یͺسان جهانͬ

بر λ پیش هسته خاصیت اعمال با متقارن، طور به .λ = µλ′ که طوری به است موجود یͺتا طور

رابطه دو این ترکیب با .µ = λµ′ که طوری به است موجود یͺتا طور به µ′ : X → Y ،µ ریخت

داریم:

λ = λµ′λ′ و µ = µλ′µ′.

و µ′λ′ = ۱Y ͬ گیریم م نتیجه اول)، بخش (طبق هستند تک ریختͬ دو هر µ و λ که آن جا از

است. هم ریختͬ ͷی λ′ بنابراین .λ′µ′ = ۱X

ͬ پردازیم. م پیش هم هسته معرفͬ به قسمت، این در

برای پیش هم هسته ͷی باشد. Preord در ریخت ͷی f : A→ A′ کنید فرض .۵ −۵ −۲ تعریف

که: طوری به است p : A′ → X ریخت f
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است. بدیهͬ ریخت ͷی pf .۱

به دارد وجود λ۱ : X → Y یͺتای ریخت بدیهͬ، λf با λ : A′ → Y ریخت هر برای .۲
.λ = λ۱p که طوری

ساخت برای باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۶ −۵ −۲ ملاحظه

ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به ،f پیش هم هسته

تعریف زیر مجموعه شامل هم ارزی رابطه کوچͺترین عنوان به را A′ روی ζf هم ارزی رابطه

ͬ کنیم: م

{(f(a۱), f(a۲)) | a۱, a۲ ∈ A, a۱ρa۲}

است: زیر رابطه تراگذری و متقارن بستار ζf دقیق تر، عبارت به

{(a′, a′) | a′ ∈ A′} ∪ {(f(a۱), f(a۲)) | a۱, a۲ ∈ A, a۱ ∼ρ a۲}

ͬ کنیم. م تعریف ζf و ρ′ شامل پیش ترتیب کوچͺترین عنوان به را A′ روی ρ′ ∨ ζf پیش ترتیب

مجموعه ͬ توان م دارد، قرار ρ′ ∨ ζf پیش ترتیب در ζf هم ارزی رابطه که آن جا از .۷ −۵ −۲ ملاحظه

نشان ρ′ ∨ ζf با نیز را القایی پیش ترتیب این ساخت. القایی پیش ترتیب با را A′/ζf قسمتͬ خارج

ͬ دهیم. م

زیر صورت به را c : (A′, ρ′) → (A′/ζf , ρ
′ ∨ ζf ) کانونͬ تصویر a′ ∈ A′ هر برای اکنون

c(a′) = [a′]ζf ͬ کنیم: م تعریف

است. f برای پیش هم هسته ͷی واقع در c ریخت این که داد خواهیم نشان ادامه در

این صورت، در باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۸ −۵ −۲ گزاره

است. f برای پیش هم هسته ͷی c : (A′, ρ′) → (A′/ζf , ρ
′ ∨ ζf ) کانونͬ تصویر

کنیم. بررسͬ c برای را پیش هم هسته تعریف شرط دو باید اثبات، برای اثبات.
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.xρy با x, y ∈ A کنید فرض است. بدیهͬ ریخت ͷی cf که دهیم نشان باید نخست

بنابراین دارد. قرار ζf مولد مجموعەی در (f(x), f(y)) زیرا ،f(x)ζff(y) داریم ζf تعریف از

توسط مرتبط زوج هر روی cf که ͬ دهد م نشان این .c(f(x)) = [f(x)]ζf = [f(y)]ζf = c(f(y))

ͷی یعنͬ ͬ شود، م تجزیه بدیهͬ شͬ ͷی طریق از cf ،۸ −۲ −۲ لم طبق ͬ گیرد. م ثابتͬ مقدار ρ

است. بدیهͬ ریخت

در ریخت ͷی g : (A′, ρ′) → (B, σ) کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را دوم شرط سپس

g′ : (A′/ζf , ρ
′ ∨ ζf ) → (B, σ) یͺتای ریخت باید است. بدیهͬ gf که طوری به باشد Preord

داریم xρy با x, y ∈ A هر برای است، بدیهͬ gf که آن جا از .g = g′c که بیابیم طوری را

است. g با متناظر هم ارزی رابطە ∼g آن در که ،(f(x), f(y)) ∈∼g یعنͬ این .g(f(x)) = g(f(y))

را g′ : A′/ζf → B تابع حال است. زوج هایی چنین همە شامل هم ارزی زیرا ،ζf ⊆∼g بنابراین،

است. تعریف خوش تابع این ،ζf ⊆∼g که آن جا از ͬ کنیم. م تعریف g′([a′]ζf ) = g(a′) صورت به

است. برقرار واضح طور به g = g′c همچنین،

[a]ζf , [α]ζf ∈ A′/ζf اگر یعنͬ است، Preord در ریخت ͷی g′ دهیم نشان باید اکنون

x۰ = عضوهای از دنبالەای ،ρ′ ∨ ζf تعریف از .g′([a]ζf )σg′([α]ζf ) آن گاه ،a(ρ′ ∨ ζf )α و

xiζfxi+۱ یا ،۰ ≤ i ≤ n − ۱ هر برای که طوری به دارد وجود A′ در a, x۱, . . . , xn = α

.g′([xi]ζf ) = g′([xi+۱]ζf ) نتیجه در و ،[xi]ζf = [xi+۱]ζf آن گاه ،xiζfxi+۱ اگر .xiρ′xi+۱ یا

است، ریخت ͷی g چون ،xiρ′xi+۱ اگر .g′([xi]ζf )σg′([xi+۱]ζf ) است، بازتابی σ که آن جا از

از .g′([xi]ζf )σg′([xi+۱]ζf ) حالت، دو هر در .g′([xi]ζf )σg′([xi+۱]ζf ) یعنͬ ،g(xi)σg(xi+۱)

است. ریخت ͷی g′ پس .g′([a]ζf )σg′([α]ζf ) ͬ شود م نتیجه σ تراگذری

g = g′′c خاصیت با دیͽری g′′ اگر است: پوشا c که ͬ شود م ناشͬ واقعیت این از g′ یͺتایی

یعنͬ ،g′′([a′]ζf ) = g′′(c(a′)) = g(a′) = g′([a′]ζf ) داریم [a′]ζf هر برای باشد، داشته وجود

است. f برای پیش هم هسته ͷی c بنابراین، .g′′ = g′

باشد. Preord در ریخت ͷی f : A→ A′ کنید فرض .۹ −۵ −۲ گزاره

است. بروریختͬ ͷی f از پیش هم هستەای هر .۱

یͺتای یͺریختͬ آن گاه باشند، f از پیش هم هسته دو q : A′ → Y و p : A′ → X اگر .۲
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.q = φp که طوری به دارد وجود φ : X → Y

ͷی p دهیم نشان باید باشد. f از پیش هم هسته ͷی p : A′ → X کنید فرض :(۱) اثبات.

که آن جا از .gp = hp که طوری به باشند ریخت دو g, h : X → Z کنید فرض است. بروریختͬ

بدیهͬ pf (زیرا است بدیهͬ که gpf = hpf همچنین و ،gp = hp و است پیش هم هسته ͷی p

.g = h ͬ گیریم م نتیجه پیش هم هسته تعریف در یͺتایی از است)،

ریخت های پیش هم هسته، تعریف از آن گاه باشند، f از پیش هم هسته دو هر q و p اگر :(۲)

این ترکیب از .p = ψq و q = φp که طوری به دارند وجود ψ : Y → X و φ : X → Y یͺتای

هستند. یͺدیͽر معکوس ψ و φ ͬ گیریم م نتیجه روابط

π : (B, σ) → و Preord رسته در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (B, σ) کنید فرض .۱۰ −۵ −۲ گزاره

این صورت: در باشد. آن پیش هم هسته (B/ζf , σ ∨ ζf )

است. σ توسط شده تولید هم ارزی رابطه ≡σ آن در که ،ζf ⊆≡σ .۱

بسته⁃ زیرمجموعه ͷی π(C) ⊆ B/ζf آن گاه باشد، بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی C ⊆ B اگر .۲
است. باز

مجموعه توسط ζf تعریف، طبق :(۱) اثبات اثبات.

G = {(f(a۱), f(a۲)) | a۱, a۲ ∈ A, a۱ρa۲}

.G ⊆ σ پس ͬ کند. م f(a۱)σf(a۲) بر دلالت a۱ρa۲ است، ریخت ͷی f که آن جا از ͬ شود. م تولید

چون و G ⊆≡σ نتیجه در .σ ⊆≡σ بنابراین است، σ شامل هم ارزی رابطه کوچͺترین ≡σ طرفͬ، از

.ζf ⊆≡σ داریم است، G شامل هم ارزی رابطه کوچͺترین ζf

(B/ζf , σ ∨ ζf ) در π(C) ͬ دهیم م نشان باشد. بسته⁃باز C ⊆ B کنید فرض :(۲) اثبات

بنابر بͽیرید. نظر در را λ ∈ (B/ζf ) \ π(C) و η ∈ π(C) دلخواه عضو دو است. بسته⁃باز

. λ = π(b) طوری  که دارد وجود b ∈ B \ C و η = π(c) که دارد وجود c ∈ C تعریف،

دو هر λ(σ ∨ ζf )η و η(σ ∨ ζf )λ که کنیم ثابت باید ،π(C) بودن بسته⁃باز دادن نشان برای

طبق است). مشابه دوم حالت برای (برهان ͬ کنیم م شروع η(σ ∨ ζf )λ برقراری از نیستند. برقرار
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در x۰ = c, x۱, . . . , xn = b عضوهای از دنبالەای بنابراین، .c(σ ∨ ζf )b یعنͬ η(σ ∨ ζf )λ تعریف،

.xiζfxi+۱ یا xiσxi+۱ یا ،i = ۰, . . . , n− ۱ هر برای که طوری به دارد وجود B

xn = b ∈ B \ C با که Cباشند، در باید xiها همه ͬ دهیم، م Cنشان بودن بسته⁃باز فرض با حال

:i روی استقرا با اثبات است. تناقض در

.x۰ = c ∈ C :(i = ۰) استقرا پایه

داریم: حالت دو .xi ∈ C کنید فرض استقرا: گام

xi 6 σxi+۱ باید آن گاه ،xi+۱ /∈ C اگر ،xi ∈ C و است بسته⁃باز C که آن جا از ،xiσxi+۱ اگر ●

.xi+۱ ∈ C بنابراین بسته⁃باز). (تعریف

برای که دارد وجود B در y۰ = xi, y۱, . . . , ym = xi+۱ دنبالە ،ζf تعریف از ،xiζfxi+۱ اگر ●

نشان j روی دیͽری استقرای با اکنون .yj+۱σyj یا yjσyj+۱ یا ،j = ۰, . . . ,m − ۱ هر

مشابه باشد، yj ∈ C اگر .y۰ = xi ∈ C :j = ۰ برای هستند. C در ها، yj همه که ͬ دهیم م

با صورت این غیر در (چون yj+۱ ∈ C آن گاه ،yj+۱σyj یا yjσyj+۱ اگر اول، حالت استدلال

.ym = xi+۱ ∈ C استقرا، با بنابراین دارد). تناقض C بودن بسته⁃باز

فرض بنابراین دارد. تناقض b /∈ C با که xn = b ∈ C استقرا، با پس .xi+۱ ∈ C حالت، دو هر در

π(C) نتیجه در باشد. برقرار ͬ تواند نم نیز λ(σ ∨ ζf )η مشابه طور به است. نادرست η(σ ∨ ζf )λ

است. بسته⁃باز

پیش مرتب مجموعەهای رسته در کوتاه پیش دقیق دنباله

باشند. Preord در ریخت هایی g : Y → Z و f : X → Y کنید فرض .۱۱ −۵ −۲ تعریف

دنباله ͬ گوییم م

X
f−→ Y

g−→ Z

پیش هم هسته ͷی g و g برای پیش هسته ͷی f اگر است Preord در پیش دقیق کوتاه دنباله ͷی

باشد. f برای
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رابطه ͷی ∼ و A روی پیش مرتبی رابطه ͷی ρ ناتهͬ، مجموعه ͷی A کنید فرض .۱۲ −۵ −۲ مثال

خوش تعریف پیش مرتبی رابطه ͷی ρ ،۳ −۳ −۳ مثال طبق .∼⊆ ρ که طوری به باشد A روی هم ارزی

دنباله آن گاه ͬ دهیم. م نمایش ρ با نیز را آن که ͬ کند م القا A/ ∼ قسمت خارج مجموعه روی بر

(A,∼)
k−→ (A, ρ)

π−→ (A/ ∼, ρ)

با است. Preord در پیش دقیق کوتاه دنباله ͷی است، کانونͬ تصویر π و همانͬ تابع k آن در که

که ͬ گیریم م نتیجه ۲ −۵ −۲ گزارەی از هستند. برقرار ∼π ∩ρ =∼ ∩ρ =∼ روابط تعریف، به توجه

.ρ ∨ ζk = ρ∨ ∼= ρ و ζk =∼ داریم تعریف طبق این، بر علاوه است. π برای پیش هسته ͷی k

است. k برای پیش هم هسته ͷی π ،۸ −۵ −۲ گزارەی به استناد با بنابراین،

تنها و اگر a 'ρ b ،a, b ∈ A هر برای که باشد A روی هم ارزی رابطه 'ρ اگر خاص، طور به

بͽیریم، نظر در ͬ شود، م القا ρ توسط که A/ 'ρ روی جزئͬ ترتیب رابطه ≤ρ و ،bρa و aρb اگر

دنباله آن گاه

(A,'ρ)
k−→ (A, ρ)

π−→ (A/ 'ρ,≤ρ)

است. Preord در پیش دقیق کوتاه دنباله ͷی

کانونͬ پیش هستەی باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → B کنید فرض .۱۳ −۵ −۲ مثال

گزارەی طبق همچنین، .(۲ −۵ −۲ (گزارەی بͽیرید نظر در f برای را k : (A, ρ∩ ∼f ) → (A, ρ)

صورت، این در بͽیرید. π : (A, ρ) → (A/ζk, ρ ∨ ζk) را k کانونͬ پیش هم هستەی ،۸ −۵ −۲

(A, ρ∩ ∼f )
k−→ (A, ρ)

π−→ (A/ζk, ρ ∨ ζk)

که دهیم نشان است کافͬ ادعا، این اثبات برای است. Preord در کوتاه پیش دقیق دنبالەی ͷی

گزارەی و ρ∩ ∼π= ρ ∩ ζk = ρ∩ ∼f تساوی های از مطلب این است. π برای پیش هسته ͷی k

ͬ گیرد. م نتیجه ۲ −۵ −۲

معین یͺریختͬ، تا را، Preord رسته در کوتاه پیش دقیق دنبالەهای همه بعدی، گزاره در
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ͬ کنیم. م

Preord در کوتاه پیش دقیق دنباله ͷی (X, ρ) f−→ (Y, σ)
g−→ (Z, τ) کنید فرض .۱۴ −۵ −۲ گزاره

دارد: وجود زیر صورت به جابەجایی نمودار ͷی صورت این در باشد.

(X, ρ) (Y, σ) (Z, τ)

(Y, σ∩ ∼g) (Y, σ) (Y/ζk, ζk ∨ σ)

f

∼=

g

۱(Y,σ) ∼=

k π

و است کانونͬ تصویر π و همانͬ k آن در که

(Y, σ∩ ∼g)
k−→ (Y, σ)

π−→ (Y/ζk, ζk ∨ σ)

است. کوتاه پیش دقیق دنباله ͷی

آن جا از است. g برای پیش هسته ͷی k : (Y, σ∩ ∼g) → (Y, σ) ،۲ −۵ −۲ گزارەی طبق اثبات.

ͷی که ͬ گیریم م نتیجه (۲)۴ −۵ −۲ گزارەی از است، g برای پیش هسته ͷی نیز f فرض به بنا که

ͬ کند. م جابەجا را نمودار در چپ سمت مربع که دارد وجود (X, ρ) → (Y, σ∩ ∼g) یͺریختͬ

(Z, τ) → (Y/ζk, ζk∨ یͺریختͬ ͷی وجود است، f برای پیش هم هسته ͷی g که آن جا از اکنون،

f برای پیش هم هسته ͷی π این که دادن نشان با کند، جابەجا را نمودار راست سمت مربع که σ)

ͬ شود. م نتیجه ((۲)۹ −۵ −۲ گزارەی ͷکم (به است

از بͽیرید. نظر در xρy با را x, y ∈ X اعضای است. بدیهͬ πf که ͬ کنیم م ثابت ابتدا

،g(f(x)) = g(f(y)) بنابراین و است بدیهͬ gf است، f برای پیش هم هسته ͷی g که آن جا

توسط ζk تعریف، طبق است. ریخت ͷی f زیرا f(x)σf(y) همچنین .f(x) ∼g f(y) یعنͬ

.πf(x) = πf(y) یعنͬ ،f(x)ζkf(y) پس ͬ شود، م تولید {(y۱, y۲) ∈ Y × Y | y۱(σ∩ ∼g)y۲}

است. بدیهͬ πf ͬ دهد م نشان این

باید است. بدیهͬ λf که طوری به باشد ریخت ͷی λ : (Y, σ) → (T, η) کنید فرض حال

وجود .λ = λ̃π که طوری به دارد وجود λ̃ : (Y/ζk, ζk ∨ σ) → (T, η) یͺتای ریخت دهیم نشان
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است. π بودن پوشا از سادەای نتیجەی آن یͺتایی زیرا است، کافͬ λای چنین

λ۱ : (Z, τ) → یͺتای ریخت است، بدیهͬ λf و f برای پیش هم هسته ͷی g که آن جا از

σ∩ ∼g توسط شده تولید هم ارزی رابطه ζk اکنون .λ = λ۱g که طوری به دارد وجود (T, η)

خوش تعریف نگاشت ͷی λ۱ بنابراین .ζk ⊆∼g پس است، هم ارزی رابطه ͷی خود ∼g و است

λ = λ̃π وضوح به و ͬ کند م القا [y]ζk 7→ λ۱(g(y)) صورت به را λ̃ : (Y/ζk, ζk ∨ σ) → (T, η)

است. برقرار

y(σ ∨ ζk)z با را [y]ζk , [z]ζk ∈ Y/ζk منظور، این برای است. ریخت ͷی λ۱ ͬ کنیم م ادعا

هر برای که طوری به باشند β۱ = y, β۲, . . . , βn = z ∈ Y کنید فرض و بͽیرید نظر در

g(βi)τg(βi+۱) هستند، ریخت λ۱ و g چون اول، حالت در .βiζkβi+۱ یا βiσβi+۱ یا ،۱ ≤ i < n

در بنابراین .[βi]ζk = [βi+۱]ζk تعریف طبق دوم، حالت در .λ̃([βi]ζk)ηλ̃([βi+۱]ζk) نتیجه در و

ͬ شود م نتیجه η تعدی از است. برقرار ۱ ≤ i < n هر برای λ̃([βi]ζk)ηλ̃([βi+۱]ζk) حالت دو هر

است. ریخت ͷی λ̃ ͬ کند م اثبات که ،λ̃([y]ζk)ηλ̃([z]ζk)

دنباله دیدیم، ۱۳ −۵ −۲ مثال در که همان طور نهایت، در

(Y, σ∩ ∼g)
k−→ (Y, σ)

π−→ (Y/ζk, ζk ∨ σ)

است. کوتاه پیش دقیق دنباله ͷی

پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه ۶ −۲
غیرتهͬ پر زیررستەهای از (T ,F) زوج ͷی ،C رسته ͷی در پیش تاب نظریه ͷی .۱ −۶ −۲ تعریف

.Z = T ∩F کنید فرض ͬ کنند. م صدق زیر شرایط در و هستند بسته یͺریختͬ تحت که است C از

کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی ،C در X شͬء هر برای .۱

T
t−→ X

f−→ F
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.F ∈ F و T ∈ T آن در که دارد وجود

یعنͬ: است. Z⁃بدیهͬ ،F به T از ریخت هر ،F ∈ F هر و T ∈ T هر برای .۲

HomC(T, F ) = TrivZ(T, F ).

اشیاء را Z = T ∩ F در اشیاء ͬ نامیم. م آزاد اشیاء را F در اشیاء و تاب اشیاء را T در اشیاء

ͬ نامیم. م هم آزاد و هم تاب

ͷی (Equiv,ParOrd) زوج ناتهͬ، پیش مرتب مجموعەهای Preord رسته در .۲ −۶ −۲ قضیه

نظریه: این در ͬ دهد. م تشͺیل پیش تاب نظریه

هم ارزی. رابطه ͷی با مجموعەهایی رسته :Equiv ●

جزئͬ. ترتیب رابطه ͷی با مجموعەهایی رسته :ParOrd ●

هم و هم ارزی رابطه هم که مجموعەهایی رسته یعنͬ ،Z = Equiv ∩ParOrd = Triv ●

هستند. تساوی رابطه با مجموعەهایی دقیقاً این هستند. جزئͬ ترتیب

کنیم. بررسͬ را ۱ −۶ −۲ تعریف شرط دو باید اثبات، برای اثبات.

ترتیب و 'ρ هم ارزی رابطه ،(X, ρ) پیش مرتب مجموعه هر برای تجزیه. وجود :(۱) شرط

زیر دنباله ͬ گیریم. م نظر در شد، تعریف قبلͬ بخش های در که همان طور را X/'ρ روی ≤ρ جزئͬ

ͬ سازیم: م را

(X,'ρ)
ι−→ (X, ρ)

π−→ (X/'ρ,≤ρ)

در است. کانونͬ تصویر π و ͬ کند) م ضعیف تر را رابطه که ریخت ͷی عنوان (به همانͬ ι آن در که

ͷی π و π برای Z⁃پیش هسته ͷی ι که شد اثبات (۸ −۵ −۲ و ۲ −۵ −۲ (گزارەهای قبلͬ بخش های

.(X/'ρ,≤ρ) ∈ ParOrd و (X,'ρ) ∈ Equiv که است واضح است. ι برای Z⁃پیش هم هسته

است. برقرار اول شرط پس
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f : (E,∼) → (P,≤) و (P,≤) ∈ ParOrd و (E,∼) ∈ Equiv کنید فرض جدایی. :(۲) شرط

آن جا از .x ∼ y با x, y ∈ E کنید فرض است. Z⁃بدیهͬ f دهیم نشان باید باشد. ریخت ͷی

x ∼ y از است، ریخت ͷی f چون است. برقرار نیز y ∼ x است، هم ارزی رابطه ͷی ∼ که

.f(y) ≤ f(x) و f(x) ≤ f(y) نتیجه در .f(y) ≤ f(x) داریم y ∼ x از و f(x) ≤ f(y) داریم

این .f(x) = f(y) ͬ گیریم م نتیجه است)، جزئͬ ترتیب ͷی (زیرا ≤ رابطه بودن پادتقارن از

صورت به ͬ توان م را f بنابراین، است. ثابت E در هم ارزی کلاس هر روی f که ͬ دهد م نشان

خارج قسمت) روی تساوی رابطه (با کانونͬ تصویر q : E → E/∼ آن در که نوشت، f = f̄ ◦ q

بدیهͬ شͬء ͷی تساوی، رابطه با E/∼ مجموعەی است. خوش تعریف تابعͬ f̄ : E/∼ → P و

ͷی و Z در شͬء ͷی به ریخت ͷی ترکیب صورت به f که آن جا از است. (Z از عضوی (یعنͬ

است. Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی f نتیجه در ͬ شود، م نوشته آن از ریخت

این در ͬ گیریم. م نظر در زیر پیش ترتیب ساختار با را A = {a, b, c} مجموعە .۳ −۶ −۲ مثال

همچنین ،(cρb و bρc) هستند مرتبط متقابل طور به c و b و (aρb) است مرتبط b با a ساختار،

است. برقرار عضوهای همه برای بازتابی رابطه

این زیرا است a شامل تنها که {a} کلاس ͬ کند: م ایجاد هم ارزی کلاس دو 'ρ تقارنͬ رابطه

دو این زیرا است c و b عضو دو هر شامل که {b, c} کلاس و است، متقارن خودش با فقط عضو

هستند. متقارن هم با

آن در که است جزئͬ ترتیب ساختار ͷی دارای A/ 'ρ= {[a], [b]} قسمتͬ خارج مجموعه

ͬ کند. م صدق اصلͬ ساختار در aρb زیرا است، برقرار [a] ≤ [b]

بود: خواهد زیر صورت به پیش تاب دنباله

({a, b, c},'ρ)
k−→ ({a, b, c}, ρ) π−→ ({[a], [b]},≤)

بخش دارد، هم ارزی ساختار که است تاب شͬء نمایندە ({a, b, c},'ρ) چپ بخش دنباله، این در

ساختار میانͬ ریخت و دارد، جزئͬ ترتیب ساختار که است آزاد شͬء نمایندە ({[a], [b]},≤) راست

به پیش مرتب مجموعه ͷی چͽونه که ͬ دهد م نشان وضوح به مثال این ͬ دهد. م نشان را اصلͬ

ͬ شود. م تجزیه آزاد و تاب مؤلفەهای
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جمع بندی ۷ −۲
مجموعەهای پرداختیم. مرتبط ساختارهای و پیش مرتب مجموعەهای رسته مطالعه به فصل، این در

برای یͺپارچه چهارچوبی جزئͬ، ترتیب های و هم ارزی روابط از طبیعͬ تعمیمͬ عنوان به پیش مرتب

فضاهای و پیش مرتب مجموعەهای بین ارتباط بررسͬ ͬ آورند. م فراهم مرتبەای ساختارهای تحلیل

پیش هسته مفاهیم داد. ارائه رسته این ساختار از عمیق تری درک الͺساندروف⁃گسسته، توپولوژی

قرار بررسͬ مورد رسته این در ریخت ها تحلیل برای اساسͬ ابزارهای عنوان به نیز پیش هم هسته و

Preord رسته در پیش تاب نظریه ͷی (Equiv,ParOrd) زوج دادیم نشان همچنین، گرفتند.

مجموعەهای تجزیه برای را مناسبی ابزار ،(Equiv,ParOrd) زوج با پیش تاب نظریه است.

است. کرده فراهم آزاد و تاب مؤلفەهای به پیش مرتب



۳ فصل

پیش مرتب مجموعەهای از حاصل پایدار رسته

رسته این در یͺریختͬ ساختارهای و پیش مرتب مجموعەهای پایدار رسته مطالعه به فصل این در

درک به که است  ͬ غن ساختاری دارای رسته این ،[۱۶] دادەاند نشان فینوکیارو و فاچینͬ ͬ پردازیم. م

ͬ کند. م ͷکم جزئͬ ترتیب های و هم ارزی روابط بین ارتباط بهتر

رسته این که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م بررسͬ را پایدار رسته دقیق ساختار ابتدا فصل، این در

که ͬ پردازیم م آن ها در تجزیه ساختار و مینیمال اشیاء مطالعه به سپس است. نقطەدار رسته ͷی

کلیدی ͬ های ویژگ ادامه، در ͬ کند. م ͷکم پایدار رسته در اشیاء داخلͬ ساختار درک به بخش این

در دقیق دنبالەهای و هم هسته هسته، مفاهیم بررسͬ به و کرده تحلیل را رسته این در ͬ ها یͺریخت

ͬ پردازیم. م زمینه این

پایدار رسته ساختار ۱ −۳
ͬ شود م تعریف Preord/R قسمتͬ خارج رسته عنوان به Preord پایدار رسته .۱ −۱ −۳ تعریف

هر برای ͬ شود: م تعریف زیر شرح به که ریخت هاست مجموعه روی بر هم ارزی رابطه R آن در که

زیرمجموعه اگر تنها و اگر fRA,A′g ͬ گوییم م ،Preord در f, g : (A, ρ) → (A′, ρ′) ریخت دو

که: طوری به باشد داشته وجود A از B بسته⁃باز

باشند، بدیهͬ ریخت های دو هر g|B و f |B ●

۴۳
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.f |A\B = g|A\B ●

ͷی از اگر ͬ نامیم م بدیهͬ را Preord در f : (A, ρ) → (A′, ρ′) ریخت ͷی .۲ −۱ −۳ ملاحظه

.a, b ∈ A تمام برای f(a) = f(b) آن گاه aρb اگر یعنͬ کند، عبور بدیهͬ شͬء

برای دیͽر، عبارت به است. رستەای هم نهشتͬ رابطه ͷی بالا در شده تعریف R رابطه .۳ −۱ −۳ لم

،Preord در ℓ : A′ → A′′ و h : A′′ → A و f, g : A→ A′ ریخت های و A,A′, A′′ شͬء سه هر

.ℓ ◦ f ◦ hRA′′,A′′′ℓ ◦ g ◦ h آن گاه fRA,A′g اگر

شͬء ͷی دارای رسته این دیͽر، عبارت به است. نقطەدار رسته ͷی Preord رسته .۴ −۱ −۳ قضیه

تبدیل Preord در صفر شͬء ͷی به Preord در (T,=) بدیهͬ شͬء هر آن در که است صفر

ͬ شود. م

Preord در دلخواه شͬء ͷی (A, ρ) و Preord در بدیهͬ شͬء ͷی (T,=) کنید فرض اثبات.

،(A, ρ) هر برای کنیم ثابت باید است، صفر شͬء ͷی (T,=) این که دادن نشان برای باشد.

شامل تنها کدام هر HomPreord((T,=), (A, ρ)) و HomPreord((A, ρ), (T,=)) مجموعەهای

باشند. ریخت ͷی

f, g : (A, ρ) → (T,=) کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در را HomPreord((A, ρ), (T,=)) ابتدا

بدیهͬ شͬء ͷی (T,=) که آن جا از .B = A ͬ دهیم م قرار باشند. Preord در دلخواه ریخت دو

هستند. بدیهͬ دو هر g|B = g و f |B = f بنابراین است. بدیهͬ (T,=) به ریخت هر است،

هم ارزی کلاس ͷی در g و f یعنͬ ،fRA,T g نتیجه در .f |A\B = g|A\B پس ،A\B = ∅ همچنین

است. عضو ͷی دارای تنها HomPreord((A, ρ), (T,=)) پس دارند. قرار

دو f, g : (T,=) → (A, ρ) کنید فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را HomPreord((T,=), (A, ρ)) حال

دامنه (چون هستند بدیهͬ g|B و f |B این صورت، در .B = ∅ ͬ دهیم م قرار باشند. دلخواه ریخت

f(t۱) = f(t۲) پس t۱ = t۲ ،t۱, .t۲ ∈ T هر برای است، بدیهͬ (T,=) چون همچنین است). تهͬ

و T \B = T ،B = ∅ برای حال، این با نیست. f = g معنای به لزوماً این اما .g(t۱) = g(t۲) و

.g|T\B = g و f |T\B = f

این اما .f = g یعنͬ ،f |T\B = g|T\B باید باشد، برقرار fRT,Ag این که برای ͬ کنیم م توجه

کنیم. استفاده بدیهͬ اشیاء دیͽر ویژگͬ از باید مشͺل، این حل برای نیست. برقرار لزوماً
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این صورت، در .B = T ͬ دهیم م قرار ،f, g : (T,=) → (A, ρ) ریخت دو هر برای واقع، در

f(t۱) = f(t۲) آن گاه (T,=)، در t۱ = t۲ اگر چون هستند بدیهͬ دو هر g|B = g و f |B = f

ریخت دو هر برای fRT,Ag بنابراین .f |T\B = g|T\B پس ،T \B = ∅ همچنین .(t۱ = t۲ (چون

است. عضو ͷی دارای تنها نیز HomPreord((T,=), (A, ρ)) پس .g و f

است. صفر شͬء ͷی Preord در بدیهͬ شͬء هر که ͬ دهد م نشان ͬ ها ویژگ این

به را شͬء هر که باشد کانونͬ تابعگون F : Preord → Preord کنید فرض .۵ −۱ −۳ گزاره

و است پˀر تابعگون ͷی F این صورت، در ͬ نگارد. م آن هم ارزی کلاس به را ریخت هر و خودش

ͬ کند. م حفظ را هم ضرب ها

(A′, ρ′) و (A, ρ) شͬء دو هر برای که کنیم ثابت باید ،F بودن پˀر دادن نشان برای بودن: پˀر اثبات.

تابع ،Preord در

FA,A′ : HomPreord((A, ρ), (A
′, ρ′)) → HomPreord((A, ρ), (A

′, ρ′))

ریخت هر چون ͬ شود، م نتیجه قسمتͬ خارج رسته تعریف از مستقیم طور به این اما است. پوشا

تحت آن ها از ͬͺی تصویر دقیقاً که است Preord ریخت های از هم ارزی کلاس ͷی Preord در

ͬ باشد. م F

و پیش مرتب مجموعەهای از خانواده ͷی {(Ai, ρi) | i ∈ I} کنید فرض هم ضرب ها: حفظ

که: ͬ کنیم م یادآوری باشد. Preord در آن ها هم ضرب (C, ρ) =
∐

i∈I(Ai, ρi)

C = {(a, i) | i ∈ I, a ∈ Ai}

صورت به ρ رابطه و

(a, i)ρ(b, j) اگر تنها و اگر i = j و aρib

ͬ شود. م تعریف
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برای است. Preord در {F (Ai, ρi) | i ∈ I} خانواده هم ضرب F (C, ρ) که دهیم نشان باید

کنیم. بررسͬ را هم ضرب جهانͬ خاصیت باید کار، این

fi : ریخت ͷی ،i ∈ I هر برای و Preord در دلخواه شͬء ͷی (B, σ) کنید فرض

از هم ارزی کلاس ͷی fi ،i هر برای باشد. شده داده Preord در F (Ai, ρi) → F (B, σ)

است. Preord در fi : (Ai, ρi) → (B, σ) ریخت های

εi(a) = (a, i) که را Preord در εi : (Ai, ρi) → (C, ρ) کانونͬ ریخت ،i ∈ I هر برای

صورت به Preord در f : (C, ρ) → (B, σ) ریخت ،(a, i) ∈ C هر برای سپس، ͬ کنیم. م تعریف

و i = j آن گاه (a, i)ρ(b, j) اگر زیرا است، ریخت ͷی این ͬ کنیم. م تعریف f((a, i)) = fi(a)

هر برای حال .f((a, i))σf((b, j)) بنابراین و است، ریخت ͷی fi چون fi(a)σfi(b)، پس ،aρib

داریم ،Preord در پس .(f ◦ εi)(a) = f((a, i)) = fi(a) داریم ،a ∈ Ai هر برای و ،i ∈ I

.f ◦ εi = fi داریم نیز Preord در بنابراین .f ◦ εi = fi

برای که طوری به باشد دیͽری ریخت g : F (C, ρ) → F (B, σ) کنید فرض یͺتایی، برای

،i هر برای یعنͬ .g ◦ εiRAi,Bfi ،i ∈ I هر برای این صورت، در .g ◦ εi = fi ،i ∈ I هر

و هستند بدیهͬ fi|Bi
و (g ◦ εi)|Bi

که طوری به دارد وجود Bi ⊆ Ai بسته⁃باز زیرمجموعه

(C, ρ) در ،Bi × {i} یعنͬ ،C در εi تحت Bi تصویر که آن جا از .(g ◦ εi)|Ai\Bi
= fi|Ai\Bi

است بسته⁃باز بسته⁃باز، زیرمجموعەهای متناهͬ اجتماع و ،(۹ −۳ −۲ (ملاحظه است بسته⁃باز

که بͽیریم نظر در را D =
⋃

i∈I(Bi × {i}) ͬ توانیم م است)، الͺساندروف⁃گسسته فضای (چون

است. بسته⁃باز C در

(a, i), (b, i) ∈ D∩ (Ai×{i}) کنید فرض هستند. بدیهͬ g|D و f |D که ͬ کنیم م بررسͬ حال

g((a, i)) = داریم است، بدیهͬ (g◦εi)|Bi
که آن جا از .Ai در aρib این صورت، در .(a, i)ρ(b, i) و

چون f((a, i)) = fi(a) = fi(b) = f((b, i)) مشابه، طور به .g(εi(a)) = g(εi(b)) = g((b, i))

نیست. بررسͬ به نیازی (a, i) 6 ρ (b, j) چون ،i 6= j با (b, j) و (a, i) برای است. بدیهͬ fi|Bi

هستند. بدیهͬ g|D و f |D بنابراین

(g ◦εi)(a) = پس ،a ∈ Ai \Bi این صورت، در .(a, i) ∈ C \D کنید فرض دوم، بخش برای

.f |C\D = g|C\D بنابراین .g((a, i)) = fi(a) = f((a, i)) یعنͬ fi(a)

ͬ دهد. م نشان را f یͺتایی این .Preord در f = g یعنͬ ،fRC,Bg نتیجه در
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تجزیه ساختار و مینیمال اشیاء ۲ −۳
زمینه، این در کلیدی مفهوم ͷی ͬ پردازیم. م پایدار رسته در اشیاء ساختار مطالعه به بخش، این در

ͬ کند. م ͷکم اشیاء داخلͬ ساختار درک به که است مینیمال اشیاء مفهوم

به را A از A∗ زیرمجموعه باشد. پیش مرتب مجموعه ͷی (A, ρ) کنید فرض .۱ −۲ −۳ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت

A∗ =
⋃

{[a]≡ρ ∈ A/ ≡ρ| |[a]≡ρ | > ۱}

است. عضو ͷی از بیش با همبندی مؤلفەهای تمام اجتماع A∗ دیͽر، عبارت به

برقرار زیر شرایط از ͬͺی اگر ͬ نامیم م مینیمال را (A, ρ) پیش مرتب مجموعه .۲ −۲ −۳ تعریف

باشد:

،A = A∗ و باشد غیربدیهͬ A .۱

.|A| = ۱ و باشد بدیهͬ A .۲

،a ∈ A هر برای اگر تنها و اگر است مینیمال غیربدیهͬ، پیش مرتب مجموعه ͷی .۳ −۲ −۳ ملاحظه

.bρa یا aρb که طوری به باشد داشته وجود b 6= a ویژگͬ با b ∈ A عضو

مؤلفەها و ندارد وجود پیش مرتب مجموعه در کامل مجزای نقطه هیچ که ͬ کند م بیان شرط این

دارند. عضو دو حداقل

پایدار رسته در (A∗, ρ|A∗) و (A, ρ) اشیاء ،(A, ρ) پیش مرتب مجموعه هر برای .۴ −۲ −۳ قضیه

هستند. یͺریخت Preord

تعریف زیر صورت به را f : A → A∗ تابع باشد. A∗ از ثابت عضو ͷی a۰ کنید فرض اثبات.

ͬ کنیم: م

f(x) =


x, x ∈ A∗

a۰, x /∈ A∗
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ͬ گیریم. م نظر در شمول تابع عنوان به را g : A∗ → A همچنین،

داریم: حالت چند .A در xρy کنید فرض است. ریخت ͷی f ͬ دهیم م نشان ابتدا

.f(x)ρf(y) ͬ شود م نتیجه xρy از و ،f(y) = y و f(x) = x آن گاه ،x, y ∈ A∗ اگر .۱

،[y]≡ρ = {y} ،y /∈ A∗ که آن جا از .f(y) = a۰ و f(x) = x آن گاه ،y /∈ A∗ و x ∈ A∗ اگر .۲
اما .x 6= y و x ∈ A∗ چون x 6 ρ y خاص، طور به .y′ 6= y هر برای y′ 6 ρ y و y 6 ρ y′ پس

است. غیرممͺن حالت این پس ،xρy کردیم فرض

یعنͬ x /∈ A∗ چون است غیرممͺن حالت این مشابه، طور به ،y ∈ A∗ و x /∈ A∗ اگر .۳
.y 6= x برای x 6ρ y پس ،[x]≡ρ = {x}

و xρy که آن جا از .f(x) = f(y) پس ،f(y) = a۰ و f(x) = a۰ آن گاه ،x, y /∈ A∗ اگر .۴
است، بازتابی ρ چون a۰ρa۰ بنابراین .x = y باید ،(x /∈ A∗ (چون x′ 6= x برای x 6 ρ x′

.f(x)ρf(y) پس

است. ریخت ͷی f بنابراین

است. زیرمجموعه ͷی شمول چون است ریخت ͷی وضوح به g تابع

همانͬ ریخت معادل f ◦g و است (A, ρ) روی همانͬ ریخت معادل g ◦f دهیم نشان باید حال

داریم: g ◦ f : A→ A برای است. (A∗, ρ|A∗) روی

(g ◦ f)(x) =


x, x ∈ A∗

a۰, x /∈ A∗

ͬ دهیم م قرار است. x ∈ A هر برای ιA(x) = x صورت به نیز ιA : A → A همانͬ ریخت

B پس تک عضوی)، (مؤلفەهای است بدیهͬ شͬء ͷی B ،A∗ تعریف طبق .B = A \ A∗

این که: به توجه با است. بسته⁃باز

است)، بدیهͬ B (چون x = y باید ،xρy با x, y ∈ B برای چون است بدیهͬ (g ◦ f)|B الف)

.(g ◦ f)(x) = a۰ = (g ◦ f)(y) پس
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.ιA(x) = x = y = ιA(y) پس x = y ،xρy با x, y ∈ B برای چون است بدیهͬ ιA|B ب)

،(g ◦ f)(x) = x = ιA(x) ،x ∈ A∗ برای .ιA|A\B = ιA|A∗ و (g ◦ f)|A\B = (g ◦ f)|A∗ ج)

.(g ◦ f)|A∗ = ιA|A∗ پس

.Preord در g ◦ f = ιA یعنͬ ،(g ◦ f)RA,AιA بنابراین

و g(x) = x ∈ A∗ چون ،x ∈ A∗ هر برای (f ◦ g)(x) = x داریم ،f ◦ g : A∗ → A∗ برای

.f ◦ g = ιA∗ وضوح به بنابراین ،f ◦ g = ιA∗ پس .x ∈ A∗ برای f(x) = x

Preord در (A∗, ρ|A∗) و (A, ρ) پس هستند، یͺدیͽر معکوس g و f که ͬ دهد م نشان این

هستند. یͺریخت

پیش مرتب مجموعه ͷی بدیهͬ بخش های ͬ توان م پایدار، رسته در که ͬ دهد م نشان نتیجه این

گرفت. نادیده را تک عضوی) (مؤلفەهای

باشد (A∗, ρ) از درون ریخت ͷی f و مینیمال پیش مرتب مجموعه ͷی (A∗, ρ) اگر .۵ −۲ −۳ گزاره

همانͬ ریخت همان خود f آن گاه ،(fRA∗,A∗ιA∗ (یعنͬ باشد همانͬ ریخت معادل f که طوری به

است.

که: طوری به دارد وجود A∗ از B بسته⁃باز زیرمجموعه پس .fRA∗,A∗ιA∗ کنید فرض اثبات.

هستند، بدیهͬ ریخت های دو هر ιA∗ |B و f |B الف)

.f |A∗\B = ιA∗ |A∗\B ب)

یعنͬ ،ιA∗(x) = ιA∗(y) داریم ،xρy با x, y ∈ B هر برای است، بدیهͬ ιA∗ |B که آن جا از

است. بدیهͬ شͬء ͷی B که معناست آن به این .x = y

هر ،۴ −۴ −۲ لم طبق ندارد. تک عضوی همبندی مولفه هیچ پس است، مینیمال (A∗, ρ) اما

بدیهͬ و بسته⁃باز B که آن جا از است. همبندی مولفەهای از اجتماعͬ A∗ از بسته⁃باز زیرمجموعه

است، مینیمال (A∗, ρ) چون اما باشد. تک عضوی مولفەهای از اجتماعͬ B یا B = ∅ باید است،

.B = ∅ پس ندارد، تک عضوی مولفه هیچ

.f = ιA∗ پس ،f |A∗\B = f |A∗ = ιA∗ |A∗ = ιA∗ بنابراین
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یͺریخت Preord رسته در (A′∗, ρ′) و (A∗, ρ) مینیمال پیش مرتب مجموعه دو .۶ −۲ −۳ قضیه

باشند. یͺریخت Preord رسته در اگر تنها و اگر هستند

نیز Preord در که است واضح باشند، یͺریخت Preord در (A′∗, ρ′) و (A∗, ρ) اگر اثبات.

هستند. یͺریخت

این صورت، در باشند. یͺریخت Preord در (A′∗, ρ′) و (A∗, ρ) کنید فرض برعکس،

به دارند وجود Preord در g : (A′∗, ρ′) → (A∗, ρ) و f : (A∗, ρ) → (A′∗, ρ′) ریخت های

.f ◦ g = ιA′∗ و g ◦ f = ιA∗ که طوری

از ،۵ −۲ −۳ گزاره به توجه با .(f ◦ g)RA′∗,A′∗ιA′∗ و (g ◦ f)RA∗,A∗ιA∗ که معناست آن به این

یعنͬ ،Preord در f ◦g = ιA′∗ و g ◦f = ιA∗ داریم هستند، مینیمال (A′∗, ρ′) و (A∗, ρ) که آن جا

هستند. یͺریخت Preord در (A′∗, ρ′) و (A∗, ρ) بنابراین هستند. یͺدیͽر معکوس g و f

یͺریخت Preord رسته در (A′, ρ′) و (A, ρ) دلخواه پیش مرتب مجموعه دو .۷ −۲ −۳ گزاره

طوری به باشند داشته وجود X ′ ⊆ A′ و X ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعەهای اگر تنها و اگر هستند

که:

باشند، تهͬ مجموعەهای یا بدیهͬ اشیاء القایی، روابط با X ′ و X .۱

باشند. تهͬ دو هر یا باشند یͺریخت Preord در القایی، روابط با A′ \X ′ و A \X .۲

X = A\A∗ دهید قرار باشند. یͺریخت Preord در (A′, ρ′) و (A, ρ) کنید فرض :(⇐) اثبات.

هستند. بدیهͬ اشیاء القایی، روابط با و بسته⁃باز X ′ و X ،۴ −۴ −۲ لم طبق .X ′ = A′ \ A′∗ و

(A∗, ρ|A∗) ∼= داریم ،Preord در (A′, ρ′) ∼= (A′∗, ρ′|A′∗) و (A, ρ) ∼= (A∗, ρ|A∗) که آن جا از

هستند، مینیمال (A′∗, ρ′|A′∗) و (A∗, ρ|A∗) چون ،۶ −۲ −۳ قضیه طبق .Preord در (A′∗, ρ′|A′∗)

هستند. یͺریخت نیز Preord در

شرایط که باشند داشته Xوجود ′ ⊆ A′ Xو ⊆ A بسته⁃باز زیرمجموعەهای کنید فرض :(⇒)

آن جا از باشد. Preord در یͺریختͬ φ : A \X → A′ \X ′ کنید فرض باشد. برقرار نظر مورد

(A \X)∗ ∼= (A′ \X ′)∗ پس .A′∗ = (A′ \X ′)∗ و A∗ = (A \X)∗ هستند، بدیهͬ X ′ و X که

متناظر همبندی مؤلفەهای باشند، یͺریخت Preord در A′ \X ′ و A \X اگر (چون Preord در

.Preord در A∗ ∼= A′∗ بنابراین هستند). یͺریخت نیز آن ها
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ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به f : A→ A′ ریخت حال

f(a) =


φ(a), a ∈ A \X

a′۰, a ∈ X

و است بدیهͬ A′ = X ′ آن گاه ،A′ \X ′ = ∅ (اگر است A′ \X ′ در ثابت نقطه ͷی a′۰ آن در که

ͬ کنیم). م تعریف دلخواه تابع ͷی

ͬ کنیم: م تعریف g : A′ → A ریخت مشابه، طور به

g(a′) =


φ−۱(a′), a′ ∈ A′ \X ′

a۰, a′ ∈ X ′

است. A \X در ثابت نقطه ͷی a۰ آن در که

.Preord در f ◦ g = ιA′ و g ◦ f = ιA که داد نشان ͬ توان م ،۶ −۲ −۳ قضیه مشابه استدلال با

هستند. یͺریخت Preord در (A′, ρ′) و (A, ρ) بنابراین

پایدار رسته در تکریختͬ و بروریختͬ

و لازم شرایط خصوص، به ͬ کنیم. م مطالعه را پایدار رسته در ریخت ها ͬ های ویژگ بخش، این در

ͬ کنیم. م بررسͬ را بودن  ͬ برو ریخت و تکریختͬ برای کافͬ

این صورت، در باشد. Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۸ −۲ −۳ گزاره

باشد. Preord در تکریختͬ f اگر تنها و اگر است  ͬ برو ریخت Preord در f

Preord در ریخت هایی g, h : (A′, ρ′) → (B, σ) و باشد ͷبەی ͷی f کنید فرض :(⇒) اثبات.

زیرمجموعه یعنͬ ،(g ◦ f)RA,B(h ◦ f) که معناست آن به این .g ◦ f = h ◦ f که طوری به باشند

که: طوری به دارد وجود C ⊆ A بسته⁃باز

هستند، بدیهͬ (h ◦ f)|C و (g ◦ f)|C الف)
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.(g ◦ f)|A\C = (h ◦ f)|A\C ب)

D که داد نشان ͬ توان م بͽیریم. نظر در D = f(C) ⊆ A′ ͬ توانیم م است، ͷبەی ͷی f که آن جا از

طور به .g|A′\D = h|A′\D و هستند بدیهͬ h|D و g|D که ͬ کنیم م بررسͬ سپس است. بسته⁃باز

است.  ͬ برو ریخت ͷی f پس ،g = h که داد نشان ͬ توان م قبل، اثبات های با مشابه

با a۱, a۲ ∈ A این صورت، در نباشد. ͷبەی ͷی f اما باشد  ͬ برو ریخت ͷی f کنید فرض :(⇐)

g, h : (A t A, ρ t ρ) → (A, ρ) ریخت دو .f(a۱) = f(a۲) که طوری به دارند وجود a۱ 6= a۲

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را

g(x, i) =


a۱, i = ۱

x, i = ۲
و h(x, i) =


a۲, i = ۱

x, i = ۲

اما .f ◦ g = f ◦ h پس .f(a۱) = f(a۲) چون (f ◦ g)RA⊔A,A′(f ◦ h) که داد نشان ͬ توان م

هستند، معادل h و g که معناست آن به این اما .g = h باید است،  ͬ برو ریخت ͷی f که آن جا از

برابر آن از خارج و باشند بدیهͬ آن روی h و g که است بسته⁃بازی زیرمجموعه وجود نیازمند که

ͷبەی ͷی باید f بنابراین است. تناقض که ،a۱ = a۲ مͽر نیست برقرار کلͬ حالت در این باشند.

باشد.

ریخت های با ͬ ها برو ریخت ،Preord پایدار رسته در که ͬ دهد م نشان نتیجه این .۹ −۲ −۳ ملاحظه

هستند. متناظر Preord اصلͬ رسته در ͷبەی ͷی

پایدار رسته در هم هسته و هسته ۳ −۳
ͬ کنیم. م مطالعه Preord پایدار رسته در را هم هسته و هسته مفاهیم بخش، این در

به است k : K → A ریخت ،f : A → B ریخت هسته نقطەدار، رسته ͷی در .۱ −۳ −۳ تعریف

که: طوری

،f ◦ k = ۰ .۱
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با دارد وجود u : K ′ → K یͺتای ریخت ،f ◦ k′ = ۰ با k′ : K ′ → A ریخت هر برای .۲
.k′ = k ◦ u

k : (A, ρ∩ ∼f ) → (A, ρ) Preordو در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (A′, ρ′) کنید فرض .۲ −۳ −۳ گزاره

است. Preord پایدار رسته در f هسته k این صورت، در باشد. Preord در آن پیش هسته

کنیم. بررسͬ را تعریف شرط دو باید است، f هسته k که این دادن نشان برای اثبات.

Preord در ،(۲ −۵ −۲ (گزاره است بدیهͬ Preord در f ◦ k که آن جا از .f ◦ k = ۰ اول: شرط

است. صفر ریخت با برابر

.f ◦ k′ = ۰ با باشد Preord در ریخت ͷی k′ : (K ′, τ) → (A, ρ) کنید فرض دوم: شرط

u : یͺتای ریخت ،۲ −۵ −۲ گزاره بنابر است. بدیهͬ Preord در f ◦ k′ که معناست بدان این

نیز Preord در بنابراین .k′ = k ◦ u با دارد وجود Preord در (K ′, τ) → (A, ρ∩ ∼f )

.k′ = k ◦ u

با باشد Preord در دیͽری ریخت v : (K ′, τ) → (A, ρ∩ ∼f ) کنید فرض ،u یͺتایی برای

طبق است، پیش هسته ͷی k که آن جا از هستند. معادل k ◦ v و k ◦ u این صورت، در .k′ = k ◦ v

.u = v باید پس است، یͺریختͬ ͷی Preord در ۴ −۵ −۲ گزاره

باشد. A روی هم ارزی رابطه ͷی ∼ و پیش مرتب مجموعه ͷی (A, ρ) کنید فرض .۳ −۳ −۳ گزاره

ͬ کند: م القا زیر صورت به A/ ∼ قسمتͬ خارج مجموعه روی ρ′ پیش ترتیب رابطه ͷی ρ رابطه

[a۱]∼ρ′[a۲]∼ ⇔ (∀ a۱, a۲ ∈ A) a۱ρa۲ ⇔∼⊆ ρ.

مستلزم a۱ ∼ a۲ آن گاه باشد، خوش تعریف بازتابی رابطه ͷی A/ ∼ روی ρ′ رابطه اگر اثبات.

.∼⊆ ρ ͬ کند م ثابت این .a۱ρa۲ یعنͬ ،[a۱]∼ρ′[a۲]∼ بنابراین است، [a۱]∼ = [a۲]∼

اگر تنها و اگر a۱ρa۳ مستلزم [a۳]∼ = [a۴]∼ و [a۱]∼ = [a۲]∼ آن گاه ،∼⊆ ρ اگر برعکس،

ͬ کند. م تضمین را ρ′ بودن خوش تعریف که است، a۲ρa۴

در ریخت ͷی π : A → A/ ∼ کانونͬ تصویر آن گاه باشند، برقرار معادل شرط دو این اگر

است. k : (A,∼) → (A, ρ) همانͬ آن پیش هسته و است Preord
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داریم ،a۱ ∼ a۲ با a۱, a۲ ∈ A هر برای باشد. خوش تعریف ρ′ کنید فرض :(∼⊆ ρ ⇐ ρ′)

از اما .[a۱]∼ρ′[a۱]∼ پیش ترتیب)، ͷی عنوان (به است بازتابی ρ′ که آن جا از .[a۱]∼ = [a۲]∼

.∼⊆ ρ بنابراین .a۱ρa۲ یعنͬ این ،ρ′ تعریف طبق .[a۱]∼ρ′[a۲]∼ کلاس ها، برابری

کنید فرض ،ρ′ بودن خوش تعریف دادن نشان برای .∼⊆ ρ کنید فرض :(ρ′ ⇐ ∼⊆ ρ)

.a۲ρa۴ اگر تنها و اگر a۱ρa۳ کنیم ثابت باید .[a۳]∼ = [a۴]∼ و [a۱]∼ = [a۲]∼

a۲ρa۱ و a۱ρa۲ ͬ گیریم م نتیجه ∼⊆ ρ از و ،a۱ ∼ a۲ داریم [a۱]∼ = [a۲]∼ از ،a۱ρa۳ اگر

و a۲ρa۱ از حال .a۴ρa۳ و a۳ρa۴ داریم [a۳]∼ = [a۴]∼ از مشابه، طور به است). متقارن ∼ (چون

استدلالͬ با ،a۲ρa۴ اگر برعکس، ͬ رسیم. م a۲ρa۴ به بار، دو ρ تراگذری اعمال با ،a۳ρa۴ و a۱ρa۳

ͬ شود. م حاصل a۱ρa۳ مشابه

تعریف و ρ تراگذری و بازتابی از مستقیماً نیز ρ′ تراگذری و بازتابی است. خوش تعریف ρ′ پس

ͬ گیریم. م نتیجه ρ′

A/ ∼ روی ρ توسط شده القا پیش ترتیب ،∼⊆ ρ هرگاه نمادگذاری، سادگͬ برای .۴ −۳ −۳ ملاحظه

ͬ دهیم. م نشان ρ نماد همان با نیز را

پیش ترتیب ͷی و هم ارزی رابطه ͷی ترتیب به ρ و ∼ و مجموعه ͷی A کنید فرض .۵ −۳ −۳ گزاره

π : (A, ρ) → کانونͬ تصویر دیدیم، قبلا که همان طور .∼⊆ ρ که طوری به باشند A روی

صورت: این در است. Preord در ریخت ͷی (A/∼, ρ)

است. بسته⁃باز Q := A/∼ در π(B) آن گاه باشد، بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی B ⊆ A اگر .۱

است. Preord در بروریختͬ ͷی π .۲

q ∈ Q \ π(B) و p ∈ π(B) دلخواه عضو دو باشد. بسته⁃باز B ⊆ A کنید فرض :(۱) اثبات.

از .x ∈ A \B ͷی برای q = π(x) و b ∈ B ͷی برای p = π(b) تعریف، طبق بͽیرید. نظر در را

.x 6 ρb و b 6 ρx داریم است، بسته⁃باز B که آن جا

که ،A در bρx باید قسمت، خارج روی القایی پیش ترتیب تعریف طبق آن گاه ،Q در pρq اگر

پس است. تناقض در x 6 ρb با که ،xρb آن گاه ،qρp اگر مشابه، طور به است. تناقض در b 6 ρx با

است. بسته⁃باز Q در π(B)
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دو g, h : (A/∼, ρ) → (T, τ ) و دلخواه پیش مرتب مجموعه ͷی (T, τ ) کنید فرض :(۲)

است آن معنای به برابری این .Preord در g ◦ π = h ◦ π که طوری به باشند Preord در ریخت

بسته⁃باز زیرمجموعه بنابراین، هستند. معادل R هم ارزی رابطه تحت Preord در hπ و gπ که

که: طوری به دارد وجود B ⊆ A

هستند، Preord در بدیهͬ ریخت های دو هر (hπ)|B و (gπ)|B الف)

.(gπ)|A\B = (hπ)|A\B ب)

همچنین است. Q = A/∼ از بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی B′ := π(B) که ͬ دانیم م ،(۱) قسمت از

b۱, b۲ ∈ B هر برای است، بدیهͬ (gπ)|B که آن جا از .π(A\B) = Q\B′ که دید ͬ توان م سادگͬ به

ͷی g|B′ یعنͬ است، ثابت B′ روی g که ͬ دهد م نشان این .g(π(b۱)) = g(π(b۲)) داریم ،b۱ρb۲ با

داریم ،x ∈ A \ B هر برای همچنین، است. بدیهͬ نیز h|B′ مشابه، طور به است. بدیهͬ ریخت

.g|Q\B′ = h|Q\B′ که ͬ گیریم م نتیجه ،π(A \B) = Q \B′ که آن جا از و ،g(π(x)) = h(π(x))

.g|Q\B′ = h|Q\B′ و هستند بدیهͬ h|B′ و g|B′ است: برقرار R رابطه تعریف شرایط پس

است. Preord در بروریختͬ ͷی π که ͬ دهد م نشان این .Preord در g = h بنابراین

داشت: خواهیم را زیر نتیجه ۱۰ −۵ −۲ و ۵ −۳ −۳ گزارەهای به توجه با

و پیش مرتب مجموعەهای رسته در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (B, σ) کنید فرض .۶ −۳ −۳ نتیجه

π : (B, σ) → (B/ζ
f
, σ∨ این صورت در باشد. آن ،پیش هم هسته π : (B, σ) → (B/ζf , σ∨ ζf )

است. Preord در بروریختͬ ͷی ζ
f
)

فرض است، Preord پایدار رسته در بروریختͬ ͷی π این که دادن نشان برای :(۳) اثبات اثبات.

این .Preord در gπ = hπ که طوری به باشند ریخت دو g, h : (B/ζf , σ ∨ ζf ) → (T, τ ) کنید

بسته⁃باز زیرمجموعه بنابراین، . هستند معادل R هم ارزی رابطه تحت Preord در hπ و gπ یعنͬ

که: طوری به دارد وجود D ⊆ B

هستند. بدیهͬ ریخت های دو هر (hπ)|D و (gπ)|D الف)

.(gπ)|B\D = (hπ)|B\D ب)
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به همچنین، است. B/ζf از بسته⁃باز زیرمجموعه ͷی π(D) ͬ دانیم م گزاره، این (۲) قسمت از

(gπ)|B\D = (hπ)|B\D برابری حال، .π(B \ D) = (B/ζf ) \ π(D) که دید ͬ توان م سادگͬ

تعریف و ،(hπ)|D و (gπ)|D بودن بدیهͬ از همچنین، ͬ کند. م g|π(B\D) = h|π(B\D) بر دلالت

روی gπ اگر (زیرا هستند  ͬ بدیه ریخت هایی نیز h|π(D) و g|π(D) که ͬ گیریم م نتیجه بودن، بدیهͬ

ثابت) دو (هر برابرند هم با π(D) روی h و g بنابراین، است). ثابت π(D) روی g باشد، ثابت D

π پس .Preord در g = h نتیجه در و ،gRB/ζf ,Th یعنͬ این برابرند. هم با نیز آن متمم روی و

است. بروریختͬ ͷی

p : B → C ریخت ͷی ،f : A→ B ریخت ͷی هم هسته نقطەدار، رسته ͷی در .۷ −۳ −۳ تعریف

که: طوری به است

،p ◦ f = ۰ .۱

به دارد وجود u : C → C ′ یͺتای ریخت ،p′ ◦ f = ۰ با p′ : B → C ′ ریخت هر برای .۲
.p′ = u ◦ p که طوری

و Preord در ریخت ͷی f : (A, ρ) → (B, σ) کنید فرض .۸ −۳ −۳ گزاره

π : (B, σ) → (B/ζf , σ ∨ ζf )

Preord پایدار رسته در f برای هم هسته ͷی π این صورت، در باشد. f برای پیش هم هسته ͷی

است.

شرط دو باید است، Preord نقطەدار رسته در f برای هم هسته ͷی π این که اثبات برای اثبات.

کنیم: بررسͬ را هم هسته تعریف اساسͬ

.Preord در π ◦ f = ۰ اول: شرط

در بدیهͬ ریخت ͷی πf داریم تعریف طبق است، f برای پیش هم هسته ͷی π که آن جا از

بنابراین: است. صفر ریخت معادل بدیهͬ ریخت هر ،Preord پایدار رسته در است. Preord

π ◦ f = πf = ۰
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هم هسته. جهانͬ خاصیت دوم: شرط

در g ◦ f = ۰ که طوری به باشد Preord در ریخت ͷی g : (B, σ) → (C, τ) کنید فرض

باشد. Preord در بدیهͬ ریخت ͷی gf که است آن معادل شرط این .Preord

ریخت ،۸ −۵ −۲ گزاره طبق است، بدیهͬ gf و است f برای پیش هم هسته ͷی π که آن جا از

رسته در .g = g′π که طوری به دارد وجود Preord در g′ : (B/ζf , σ ∨ ζf ) → (C, τ) یͺتای

ͬ آید. م در g = g′ ◦ π صورت به رابطه این ،Preord پایدار

دیͽری ریخت g′′ : (B/ζf , σ∨ ζf ) → (C, τ) کنید فرض ،Preord در g′ یͺتایی اثبات برای

معادل R رابطه تحت Preord در g′′π و g یعنͬ این .g = g′′ ◦ π که طوری به باشد Preord در

هستند.

π بروریختͬ خاصیت است. Preord در بروریختͬ ͷی π که ͬ دانیم م ۱۰ −۵ −۲ گزارە از

هم هسته ͷی واقع در π و یͺتاست g′ پس .g′ = g′′ آن گاه ،g′ ◦ π = g′′ ◦ π اگر که ͬ کند م تضمین

است. Preord در f برای

در π که حالͬ در ͬ دهد: م نشان را پایدار رسته ساختار اهمیت نتیجه این .۹ −۳ −۳ ملاحظه

بدیهͬ)، ریخت های به نسبت جهانͬ خاصیت دارای (یعنͬ است پیش هم هسته ͷی تنها Preord

نسبت جهانͬ خاصیت دارای (یعنͬ ͬ شود م تبدیل واقعͬ هم هسته ͷی به Preord پایدار رسته در

نظریه بین ارتباط درک در ”صفر” مفهوم به ”بدیهͬ” مفهوم از انتقال این صفر). ریخت های به

دارد. اهمیت نقطەدار رستەهای در ͷکلاسی تاب نظریه و Preord در پیش تاب

پایدار رسته در دقیق دنبالەهای ۴ −۳
در که همان طور ͬ پردازیم. م Preord پایدار رستە در کوتاه دقیق دنبالەهای مطالعە به بخش این در

شͬء ͷی دارای یعنͬ است، نقطەدار رستە ͷی Preord رستە کردیم، مشاهده پیشین بخش های

ͬ آورد. م فراهم را کوتاه دقیق دنبالەهای مفهوم مطالعە و تعریف امͺان ویژگͬ این است. صفر

و f : A→ B ریخت های جفت کوتاه دقیق دنباله ͷی ،C نقطەدار رسته ͷی در .۱ −۴ −۳ تعریف

کنند: صدق زیر شرایط در که است g : B → C
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باشد. g برای هسته ͷی f .۱

باشد. f برای هم هسته ͷی g .۲

ͬ دهیم: م نشان زیر صورت به را دنبالەای چنین نمادین، طور به

۰ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ۰

همواره g ◦ f ترکیب ،۰ → A
f−→ B

g−→ C → ۰ کوتاه دقیق دنباله ͷی در .۲ −۴ −۳ ملاحظه

بنابراین و است g هستەی f که است واقعیت این از مستقیم نتیجه این است. صفر ریخت ͷی

.g ◦ f = ۰

پایدار رسته در کوتاه دقیق دنبالەهای تمام کامل توصیف بخش، این ادامه در اصلͬ هدف

ModR رسته در کوتاه دقیق دنبالەهای توصیف مشابه کار این است. یͺریختͬ حد تا Preord

فرم از دنبالەای با کوتاه دقیق دنباله هر آن در که است، R حلقه ͷی روی مدول ها

است. یͺریخت ۰ → AR → BR → BR/AR → ۰

کوتاه دقیق دنباله هر برای .۳ −۴ −۳ گزاره

۰ −→ A
f
−→ (B, ρ)

g
−→ C −→ ۰

دارد: وجود زیر صورت به جابەجایی نمودار ͷی ،Preord پایدار رسته در

۰ A (B, ρ) C ۰

۰ (B, ρ∩ ∼g) (B, ρ) (B/ ∼, (ρ∨ ∼′)) ۰

f

∼=

g

۱(B,ρ)
∼=

k π

است. کانونͬ تصویر π و همانͬ k است، B روی هم ارزی رابطه ͷی ∼ آن در که

در کوتاه دقیق دنباله ͷی نمایندەهای g : (B, ρ) → C و f : A → (B, ρ) کنید فرض اثبات.
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نشان g : (B, ρ) → C و f : A → (B, ρ) با را Preord در متناظر ریخت های باشند. Preord

ͬ دهیم. م

بͽیرید: نظر در Preord در را زیر دنباله

(B, ρ∩ ∼g)
k−→ (B, ρ)

π−→ (B/ζk, ζk ∨ ρ)

پیش هسته ͷی k ،۸ −۵ −۲ و ۲ −۵ −۲ گزارەهای طبق است. کانونͬ تصویر π و همانͬ k آن در که

دنباله ͷی دنباله این ،۱۳ −۵ −۲ مثال طبق همچنین، است. k برای پیش هم هسته ͷی π و g برای

است. Preord در کوتاه پیش دقیق

ͬ آوریم: م دست به Preord در را زیر دنباله کانونͬ، تابع اعمال با

(B, ρ∩ ∼g)
k−→ (B, ρ)

π−→ (B/ζk, ζk ∨ ρ)

است. Preord در کوتاه دقیق دنباله ͷی دنباله این ،۸ −۳ −۳ و ۲ −۳ −۳ گزارەهای طبق

یͺریختͬ یͺریختͬ، حد تا هسته یͺتایی طبق هستند، g هستەهای دو هر k و f که آن جا از

ͬ کند. م جابەجا را نمودار چپ سمت نمودار که دارد وجود A→ (B, ρ∩ ∼g) یͺتای

راست سمت نمودار که C → (B/ζk, ζk ∨ ρ) یͺریختͬ وجود باید نمودار، کردن کامل برای

است. f برای هم هسته ͷی π که کنیم ثابت است کافͬ کار این برای دهیم. نشان کند، جابەجا را

با a, b ∈ A و باشد A روی پیش ترتیب ͷی ρA کنید فرض .π ◦ f = ۰ که ͬ دهیم م نشان ابتدا

gf یعنͬ ،g ◦ f = ۰ ͬ دهند، م تشͺیل کوتاه دقیق دنباله ͷی g و f که آن جا از باشد. aρAb ویژگͬ

ریخت ͷی f که آن جا از و g(f(a)) = g(f(b)) بنابراین است. Preord در بدیهͬ ریخت ͷی

شده تولید هم ارزی رابطه عنوان به ζk تعریف از .f(a)(ρ∩ ∼g)f(b) نتیجه در .f(a)ρf(b) است،

ͬ دهد م نشان این .πf(a) = πf(b) یعنͬ ،[f(a)]ζk = [f(b)]ζk که ͬ گیریم م نتیجه ،ρ∩ ∼g توسط

.π ◦ f = ۰ بنابراین است، بدیهͬ πf که

باید .λ ◦ f = ۰ که طوری به باشد Preord در ریخت ͷی λ : (B, ρ) → T کنید فرض حال

برای هم هسته ͷی g که آن جا از .λ = λ۱ ◦ g که طوری به بیابیم را λ۱ : C → T یͺتای ریخت
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از بͽیرید. نظر در λ۱ از نمایندەای عنوان به را λ۱ : C → T دارد. وجود یͺتا λ۱ چنین است، f

تعریف خوش λ̃([y]ζk) = λ۱(g(y)) صورت به λ̃ : (B/ζk, ζk ∨ ρ) → T تابع ،ζk ⊆∼g که آن جا

در ریخت ͷی λ̃ که داد نشان ͬ توان م آمد، ۱۴ −۵ −۲ گزاره اثبات در آنچه مشابه استدلال با است.

است. Preord

بودن پوشا از آن یͺتایی و ͬ کند م صدق λ = λ̃ ◦ π شرط در Preord در λ̃ از λ̃ کانونͬ تابع

یͺریختͬ، حد تا هم هسته یͺتایی از و است f برای هم هسته ͷی π بنابراین ͬ شود. م نتیجه π

ͬ کند. م جابەجا را نمودار راست سمت نمودار که دارد وجود C → (B/ζk, ζk ∨ ρ) یͺریختͬ

،Preord پایدار رسته در کوتاه دقیق دنباله هر که ͬ دهد م نشان ۳ −۴ −۳ گزاره .۴ −۴ −۳ ملاحظه

استاندارد فرم از یͺریختͬ، تا

۰ −→ (B, ρ∩ ∼)
k−→ (B, ρ)

π−→ (B/ ∼, (ρ∨ ∼′)) −→ ۰

دنبالەهای برای ساختار قضیە مشابه نتیجه این است. B روی هم ارزی رابطه ͷی ∼ آن در که است،

است. مدول ها رسته در کوتاه دقیق

در ریخت ͷی برای پیش هسته ͷی k : (A, σ) → (A, ρ) همانͬ ریخت ͷی .۵ −۴ −۳ گزاره

است. σ توسط شده تولید هم ارزی رابطه ≡σ آن در که ،σ = ρ∩ ≡σ اگر تنها و اگر است Preord

کانونͬ تصویر پیش هستەی k آن گاه باشد، برقرار شرایط این اگر این، بر علاوه

است. π : (A, ρ) → (A/ ≡σ, ρ∨ ≡σ)

f : (A, ρ) → (A′, ρ′)ریخت ͷی برای پیش هسته ͷی k : (A, σ) → (A, ρ) کنید فرض ابتدا اثبات.

که باشد، (A, ρ) به (A, ρ∩ ∼f ) از همانͬ ریخت باید k ،۲ −۵ −۲ گزاره طبق باشد. Preord در

.σ = ρ∩ ∼f بنابراین است. f با متناظر هم ارزی رابطه ∼f آن در

و σ ⊆ ρ که ͬ گیریم م نتیجه σ = ρ∩ ∼f برابری از .σ = ρ∩ ≡σ دهیم نشان باید

بنابراین .≡σ⊆∼f داریم است، σ شامل هم ارزی رابطه کوچͺترین ≡σ که آن جا از .σ ⊆∼f

به همچنین .σ ⊆ ρ است، ریخت ͷی k که آن جا از دیͽر، طرف از .ρ∩ ≡σ ⊆ ρ∩ ∼f= σ

.σ = ρ∩ ≡σ ͬ گیریم م نتیجه دو این از .σ ⊆ ρ∩ ≡σ بنابراین .σ ⊆≡σ وضوح
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نظر در را π : (A, ρ) → (A/ ≡σ, ρ∨ ≡σ) کانونͬ تصویر .σ = ρ∩ ≡σ کنید فرض برعکس،

k : (A, ρ∩ ∼π) → (A, ρ) همانͬ ریخت ،۲ −۵ −۲ گزاره طبق ،∼π=≡σ این که به توجه با بͽیرید.

ͷی k : (A, σ) → (A, ρ) بنابراین .ρ∩ ∼π= ρ∩ ≡σ= σ اما است. π برای پیش هسته ͷی

است. π برای پیش هسته

ͬ گیریم: م نظر در زیر پیش ترتیب ساختارهای با را A = {a, b, c} مجموعه .۶ −۴ −۳ مثال

خطͬ) (ترتیب ρ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)} ●

σ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)} ●

σ = که کرد بررسͬ ͬ توان م است. {b, c} و {a} کلاس های با هم ارزی رابطه ≡σ مورد، این در

π : کانونͬ تصویر برای پیش هسته ͷی k : (A, σ) → (A, ρ) همانͬ ریخت بنابراین ،ρ∩ ≡σ

است. (A, ρ) → (A/ ≡σ, ρ∨ ≡σ)

جمع بندی ۵ −۳
نقطەدار، رسته ͷی به شدن تبدیل با ،Preord پایدار رسته که ͬ دهد م نشان فصل این اصلͬ نتایج

مینیمال اشیاء فضا، این در ͬ آورد. م فراهم مرتب ساختارهای تحلیل برای مناسبی جبری چهارچوب

ͷی با (تک عضوی) بدیهͬ مؤلفەهای حذف با شͬء هر و ͬ کنند م ایفا را بنیادین ساختارهای نقش

اصلͬ، رسته در ͬ شده معرف پیش هم هستەهای و پیش هسته همچنین، ͬ شود. م یͺریخت مینیمال شͬء

کوتاه دقیق دنبالەهای تمام و ͬ شوند م تبدیل واقعͬ هم هستەهای و هسته به ترتیب به پایدار رسته در

هستند. واحدی استاندارد فرم دارای یͺریختͬ حد تا نیز

ͷکلاسی تاب نظریە و Preord رسته در پیش تاب نظریە بین ارتباطͬ پلͬ منسجم، ساختار این

مفاهیم تبدیل برای مناسب محیطͬ پایدار رسته دیͽر، بیان به ͬ کند. م ایجاد نقطەدار رستەهای در

رستەهای به ساختارها این تعمیم برای را راه و ساخته فراهم متعارف تاب نظریە ͷی به پیش تاب

ͬ سازد. م هموار ͬ تر کل



۴ فصل

دلخواه رسته ͷی در پیش تاب نظریە

پیش مرتب مجموعەهای رسته در پیش تاب نظریه ۱ −۴
اشیاء از ناتهͬ کلاس دو از (T ,F) زوج ،C رسته ͷی برای پیش تاب نظریه ͷی .۱ −۱ −۴ تعریف

.Z = T ∩ F کنید فرض ͬ کنند. م صدق زیر شرایط در و هستند بسته یͺریختͬ تحت که است C

کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی ،C در B شͬء هر برای .۱

A
f−→ B

g−→ C

.C ∈ F و A ∈ T با دارد وجود

،F ∈ F و T ∈ T هر برای .۲

HomC(T, F ) = TrivZ(T, F ).

دیدیم و کردیم مطالعه پیش مرتب مجموعەهای رسته در را پیش تاب نظریه پیشین، فصل های در

فصل، این در ͬ دهد. م تشͺیل را طبیعͬ پیش تاب نظریه ͷی (Equiv,ParOrd) زوج چͽونه که

ساختارهای تا ͬ دهد م امͺان ما به تعمیم این ͬ دهیم. م تعمیم دلخواه رستەهای به را مفاهیم این

۶۲
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کنیم. مطالعه و شناسایی ریاضیات مختلف زمینەهای در را مشابهͬ

کلͬ رستەهای در پیش هم هسته و پیش هسته ۲ −۴
ͬ کنیم. م تعریف اشیاء از خاص کلاس ͷی به نسبت را «بدیهͬ» ریخت های مفهوم ابتدا

تحت که باشد C اشیاء از ناتهͬ کلاس ͷی Z و دلخواه رسته ͷی C کنید فرض .۱ −۲ −۴ تعریف

ریخت های تمام شامل TrivZ(A,B) مجموعە ،C در B و A شͬء دو هر برای است. بسته یͺریختͬ

وجوددارند h : Z → B و g : A→ Z ریخت های و Z ∈ Z شͬء آن ها ازای به که است f : A→ B

ͬ نامیم. م Z⁃بدیهͬ را ریخت هایی چنین .f = h ◦ g که طوری به

ͬ کنیم. م تعریف Z کلاس به نسبت را پیش هم هسته و پیش هسته مفهوم ادامه در

f برای Z⁃پیش هسته ͷی باشد. C رسته در ریخت ͷی f : A→ B کنید فرض .۲ −۲ −۴ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که است k : K → A ریخت ͷی و K شͬء ͷی شامل (K, k) زوج

باشد، Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی f ◦ k .۱

λ̃ : X → K یͺتای ریخت ͷی باشد، Z⁃بدیهͬ f ◦ λ که λ : X → A ریخت هر برای .۲
.λ = k ◦ λ̃ که طوری به دارد وجود

برای Z⁃پیش هم هسته ͷی باشد. C رسته در ریخت ͷی f : A→ B کنید فرض .۳ −۲ −۴ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که است q : B → Q ریخت ͷی و Q شͬء ͷی شامل (Q, q) زوج f

باشد، Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی q ◦ f .۱

µ̃ : Q → Y یͺتای ریخت ͷی باشد، Z⁃بدیهͬ µ ◦ f که µ : B → Y ریخت هر برای .۲
.µ = µ̃ ◦ q که طوری به دارد وجود

آن گاه باشد، f برای Z⁃پیش هسته ͷی (K, k) و C در ریخت ͷی f : A→ B اگر .۴ −۲ −۴ گزاره

است. تک ریختͬ ͷی k
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دهیم نشان باید .k ◦ g = k ◦ h که طوری به باشند ریخت دو g, h : X → K کنید فرض اثبات.

داریم: فرض از .g = h

f ◦ (k ◦ g) = (f ◦ k) ◦ g.

دیͽر، ریختͬ هر با Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی ترکیب و است Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی f ◦ k که آن جا از

λ = ریخت حال، است. Z⁃بدیهͬ نیز f ◦ (k ◦ g) که ͬ گیریم م نتیجه ͬ ماند، م باقͬ Z⁃بدیهͬ

است. Z⁃بدیهͬ f ◦ λ که است ویژگͬ این دارای ریخت این ͬ گیریم. م نظر در را k ◦ g = k ◦ h

که طوری به دارد وجود λ̃ : X → K یͺتای ریخت ͷی Z⁃پیش هسته، تعریف طبق بنابراین،

یͺتایی از ͬ کنند، م صدق k ◦ h = λ و k ◦ g = λ رابطه در h هم و g هم که آن جا از .λ = k ◦ λ̃

است. تکریختͬ ͷی k پس .g = λ̃ = h ͬ گیریم م نتیجه λ̃

باشد، f برای Z⁃پیش هم هسته ͷی (Q, q) و C در ریخت ͷی f : A → B اگر .۵ −۲ −۴ گزاره

است. بروریختͬ ͷی q آن گاه

به باشند ریخت دو g, h : Q → Y کنید فرض است. قبل گزارە اثبات دوگان اثبات این اثبات.

ͬ گیریم. م نظر در را µ = g ◦ q = h ◦ q ریخت .g = h دهیم نشان باید .g ◦ q = h ◦ q که طوری

داریم:

µ ◦ f = (g ◦ q) ◦ f = g ◦ (q ◦ f).

Z⁃پیش هم هسته، تعریف طبق بود. خواهد Z⁃بدیهͬ نیز µ◦f است، Z⁃بدیهͬ q◦f که آن جا از

در h هم و g هم که آن جا از .µ = µ̃ ◦ q که طوری به دارد وجود µ̃ : Q → Y یͺتای ریخت ͷی

ͷی q پس .g = µ̃ = h ͬ گیریم م نتیجه µ̃ یͺتایی از ͬ کنند، م صدق µ = h ◦ q و µ = g ◦ q رابطه

است. بروریختͬ

باشد. C در ریخت ͷی f : A→ B کنید فرض .۶ −۲ −۴ گزاره

α : K → K ′ یͺتای یͺریختͬ آن گاه باشند، f برای Z⁃پیش هسته دو (K ′, k′) و (K, k) اگر .۱
.k = k′ ◦ α که طوری به دارد وجود



دلخواه رسته ͷی در پیش تاب نظریە .۴ ۶۵فصل

β : Q→ Q′ یͺتای یͺریختͬ آن گاه باشند، f برای Z⁃پیش هم هسته دو (Q′, q′) و (Q, q) اگر .۲
.q′ = β ◦ q که طوری به دارد وجود

تعریف، طبق است، بدیهͬ ،−Z f ◦ k و Z⁃پیش هسته ͷی (K ′, k′) که آن جا از (۱) اثبات.

که آن جا از متقابل، طور به .k = k′ ◦ α که طوری به دارد وجود α : K → K ′ یͺتای یͺریختͬ

به دارد وجود α′ : K ′ → K یͺتای ریخت است، بدیهͬ ،−Z f ◦ k′ و Z⁃پیش هسته ͷی (K, k)

داریم: حال .k′ = k ◦ α′ که طوری

k = k′ ◦ α = (k ◦ α′) ◦ α = k ◦ (α′ ◦ α).

α ◦α′ = مشابه، طور به .α′ ◦α = ۱K بنابراین است، تکریختͬ ͷی k ͬ دانیم م ۴ −۲ −۴ گزارەی از

ͬ آید. م بەدست پیش هسته تعریف در موجود یͺتایی از آن یͺتایی است. یͺریختͬ α پس .۱K′

است. (۱) بخش دوگان اثبات (۲)

پیش دقیق دنبالەهای ۳ −۴
ͬ کنیم. م بررسͬ Z به نسبت را پیش دقیق دنباله مفهوم بخش این در

دنباله باشند. C در ریخت هایی g : B → C و f : A→ B کنید فرض .۱ −۳ −۴ تعریف

A
f−→ B

g−→ C

اگر: ͬ نامیم م کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی را

باشد، g برای Z⁃پیش هسته ͷی f .۱

باشد. f برای Z⁃پیش هم هسته ͷی g .۲

پیش دقیق دنباله ͷی در دیͽر ریخت بودن یͺریختͬ و ریخت ͷی بودن بدیهͬ بین رابطه زیر لم

ͬ کند. م بیان را
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کنید فرض .۲ −۳ −۴ لم

A
f−→ B

g−→ C

این صورت: در باشد. کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی

باشد. یͺریختͬ g اگر تنها و اگر است Z⁃بدیهͬ ،f .۱

باشد. یͺریختͬ f اگر تنها و اگر است Z⁃بدیهͬ ،g .۲

این برای است. یͺریختͬ g ͬ دهیم م نشان باشد. بدیهͬ −Z ،f کنید فرض (⇐) (۱) اثبات.

که ۱B ◦ f = f اول: شرط است. f برای Z⁃پیش هم هسته ͷی (B, ۱B) ͬ دهیم م نشان کار

باشد. Z⁃بدیهͬ λ ◦ f که باشد ریختͬ λ : B → Y کنید فرض دوم: شرط است. Z⁃بدیهͬ

در λ̃ = λ که است واضح .λ = λ̃ ◦ ۱B که بیابیم طوری را λ̃ : B → Y یͺتای ریخت باید

از اما است. f برای Z⁃پیش هم هسته ͷی نیز (B, ۱B) پس است. یͺتا و ͬ کند م صدق شرط این

یͺریختͬ ͷی بنابراین، هستند. یͺریختͬ حد تا یͺتا Z⁃پیش هم هستەها ،(۲ ۴− ۲− ۶(قسمت گزاره

است. چپ وارون ͷی دارای g نتیجه در .۱B = β ◦ g که طوری به دارد وجود β : C → B

ͬ توانیم م است، Z⁃بدیهͬ ،f و است g برای Z⁃پیش هسته ͷی f که آن جا از دیͽر، طرف از

g بنابراین است. راست وارون ͷی دارای نیز g دهیم نشان تا کنیم استفاده پیش هسته یͺتایی از

است. یͺریختͬ ͷی

داریم است، g برای Z⁃پیش هسته ͷی f چون باشد. یͺریختͬ ͷی g کنید فرض (⇒)

بنابراین کرد، معکوس را آن ͬ توان م است، یͺریختͬ ͷی g که آن جا از است. Z⁃بدیهͬ g ◦ f

دیͽر، ریخت ͷی با Z⁃بدیهͬ ریخت ͷی ترکیب عنوان به f ͬ دهد م نشان این .f = g−۱ ◦ (g ◦ f)

است. Z⁃بدیهͬ خود

است. (۱) قسمت دوگانە اثبات (۲)

پیش تاب نظریه ۴ −۴
کنیم. تعریف را فصل این اصلͬ مفهوم ͬ توانیم م اکنون
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غیرتهͬ پر زیررستەهای از (T ,F) زوج ͷی ،C رسته ͷی در پیش تاب نظریه ͷی .۱ −۴ −۴ تعریف

.Z = T ∩F کنید فرض ͬ کنند. م صدق زیر شرایط در و هستند بسته یͺریختͬ تحت که است C از

کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی ،C در X شͬء هر برای .۱

T
t−→ X

f−→ F

.F ∈ F و T ∈ T آن در که دارد وجود

یعنͬ: است. Z⁃بدیهͬ ،F به T از ریخت هر ،F ∈ F هر و T ∈ T هر برای .۲

HomC(T, F ) = TrivZ(T, F ).

اشیاء را Z = T ∩ F در اشیاء ͬ نامیم. م آزاد اشیاء را F در اشیاء و تاب اشیاء را T در اشیاء

ͬ نامیم. م هم آزاد و هم تاب

از ͬ ای غیربدیه ریخت «هیچ که کرد تفسیر صورت این به ͬ توان م را (۲) شرط .۲ −۴ −۴ ملاحظه

ندارد». وجود آزاد شͬء ͷی به تاب شͬء ͷی

تشخیص (۲) خاصیت از استفاده با ͬ توان م را آزاد و تاب اشیاء که ͬ دهد م نشان زیر قضیەی

داد.

شͬء ͷی X و باشد Z = T ∩F با C در پیش تاب نظریه ͷی (T ,F) کنید فرض .۳ −۴ −۴ قضیه

.C در دلخواه

.X ∈ T آن گاه باشد، Z⁃بدیهͬ ،F به X از ریخت هر ،F ∈ F شͬء هر برای اگر .۱

.X ∈ F آن گاه باشد، Z⁃بدیهͬ ،X به T از ریخت هر ،T ∈ T شͬء هر برای اگر .۲

کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی X شͬء برای پیش تاب، نظریه تعریف (۱) شرط طبق :(۱) اثبات.

TX
t−→ X

f−→ FX
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است) F از عضوی (که FX به X از ریخت هر فرض، طبق .FX ∈ F و TX ∈ T که دارد وجود

،(۲) قسمت ۲ −۳ −۴ لم از است. Z⁃بدیهͬ f : X → FX ریخت نتیجه، در است. Z⁃بدیهͬ

چپ سمت ریخت آن گاه باشد، Z⁃بدیهͬ (f) راست سمت ریخت پیش دقیق، دنباله ͷی در اگر

یͺریختͬ تحت T که آن جا از است. یͺریختͬ ͷی t : TX → X بنابراین است. یͺریختͬ ͷی (t)

.X ∈ T ͬ گیریم م نتیجه ،TX ∈ T و است بسته

Z⁃بدیهͬ ،X به TX ∈ T از ریخت هر ͬ کنیم م فرض دنباله، همان در دارد. مشابه اثباتͬ :(۲)

ͷی f حالت این در ،(۱) قسمت ۲ −۳ −۴ لم از است. Z⁃بدیهͬ t : TX → X بنابراین باشد.

.X ∈ F نتیجه در و است یͺریخت FX ∈ F با X پس است. یͺریختͬ

ͷکلاسی تاب نظریەهای با ارتباط ۵ −۴
است. نقطەدار رستەهای برای [۲۳] ͷکلاسی تاب نظریه از تعمیمͬ پیش تاب، نظریه

تاب نظریه ͷی باشد. صفر) شͬء ͷی (دارای نقطەدار رسته ͷی C کنید فرض .۱ −۵ −۴ تعریف

که: است پر زیررستەهای از (T ,F) زوج ͷی C در

.F ∈ F و T ∈ T هر برای HomC(T, F ) = {۰} .۱

کوتاه دقیق دنباله ͷی ،C در X شͬء هر برای .۲

۰ → T → X → F → ۰

.F ∈ F و T ∈ T با دارد وجود

است. پیش تاب نظریه ͷی ،C نقطەدار رسته ͷی در (T ,F) تاب نظریه هر .۲ −۵ −۴ قضیه

در صفر اشیاء تمام مجموعه را Z کلاس باشد. آن صفر شͬء ۰ و نقطەدار C کنید فرض اثبات.

ریخت ͷی نقطەدار، رسته ͷی در ͬ گیریم. م نظر در هستند) یͺریخت ۰ با که اشیایی (یعنͬ C

معنای به دقیقاً این که کرد، عامل صفر شͬء ͷی طریق از را آن بتوان اگر تنها و اگر است Z⁃بدیهͬ
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بنابراین: باشد. صفر ریخت ریخت، آن که است آن

TrivZ(A,B) = {۰A,B}

است. B به A از صفر ریخت ۰A,B که

این دهیم نشان باید باشد. ۱ −۵ −۴ تعریف معنای به تاب نظریه ͷی (T ,F) کنید فرض حال

هر .T ∩ F = Z ͬ کنیم م ثابت ابتدا است. صفر اشیاء عنوان به Z با پیش تاب نظریه ͷی زوج

وجود هم هستەها و هسته باید (چون دارد قرار F و T کلاس دو هر در وضوح به ۰ صفر شͬء

باید ۱X : X → X تاب، نظریه (۱) شرط از آن گاه ،X ∈ T ∩ F اگر برعکس، باشند). داشته

.X ∈ Z پس باشد. صفر شͬء ͷی خود X که است ممͺن زمانͬ تنها این باشد. صفر ریخت

نقطەدار، رسته ͷی در ۰ → T → X → F → ۰ کوتاه دقیق دنباله پیش تاب: تعریف (۱) شرط

زیرا: است. کوتاه Z⁃پیش دقیق دنباله ͷی دقیقاً

X → F با ترکیب (چون است Z⁃پیش هسته ͷی هسته، و است X → F هسته T → X ●

است). Z⁃بدیهͬ که ͬ شود م صفر

است. Z⁃پیش هم هسته ͷی هم هسته، و است T → X هم هسته X → F ●

.Hom(T, F ) = {۰} = TrivZ(T, F ) تاب، نظریه (۱) شرط از پیش تاب: تعریف (۲) شرط

رستەهای به نقطەدار رستەهای از را تاب مفهوم پیش تاب، نظریه که ͬ دهد م نشان قضیه این

رسته به گذر از پس مͽر نیست نقطەدار (که Preord رسته مثال ͬ دهد. م گسترش ͬ تر عموم

است. تعمیم این اهمیت بر گواهͬ پایدار)

جمع بندی ۶ −۴
معرفͬ C دلخواه رسته ͷی برای یعنͬ آن، حالت ͬ ترین عموم در را پیش تاب نظریه فصل، این در

ͷی برای Z⁃بدیهͬ» «ریخت مفهوم با صفر» «ریخت مفهوم جایͽزینͬ تعمیم، این ابزار کردیم.
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پیش دقیق دنبالەهای و پیش  پیش هسته، مانند کلیدی مفاهیم کار، این با بود. Z مناسب کلاس

رسیدیم. (T ,F) پیش تاب نظریه تعریف به نهایت در و شدند تعریف

اثبات را (۳ −۴ −۴ (قضیه آزاد و تاب اشیاء تشخیص قضیه جمله از نظریه، این مهم ͬ های ویژگ

شاخص مثال است. آن از خاصͬ حالت ͷکلاسی تاب نظریه چͽونه که دادیم نشان و کردیم

پیش مرتب مجموعەهای رسته در (Equiv,ParOrd) پیش تاب نظریه ساختار، این غیربدیهͬ و

یافت. اختصاص آن مطالعە به سوم و دوم فصل کل که است

ریاضیات از گستردەتری حوزەهای در را تاب نظریه ایدەهای کارگیری به امͺان چارچوب، این

ͬ نماید. م ایجاد توپولوژی و ترتیبی جبر رستەها، نظریه بین پیوند امͺان و ͬ کند م فراهم
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Abstract:

This thesis investigates the theory of pretorsion in the category of preordered sets and its general-

ization to an arbitrary category. The foundational concepts of ordered structures, and Alexandrov

topology are first stated. The category of preordered sets and its associated stable category are then

introduced. By defining the notions of prekernel and precokernel, a pretorsion theory in this category

is developed, showing that the pair of categories of equivalence relations and partially ordered sets

forms a natural pretorsion theory. Furthermore, by constructing the stable category, the connection

between this theory and classical torsion theory in pointed categories is established. Finally, these

concepts are extended to general categories, providing a unified framework for studying torsion-like

structures in various mathematical contexts.

Keywords: Pretorsion theory, Preordered sets, Stable category, Prekernel and precokernel, Alexan-
drov topology.
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