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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١۶١–٣۴۵ ص ،١ شماره ،١۶ دوره ،١۴٠۵ سال

مفاهيم با آنها رابطه ي و تصويري تانسوري باناخ جبرهاي دوم-دوتصويري دوگان
مربوطه همانستگی

١ (١) تميمي ابراهيم

ايران ايرانشهر، ولايت، دانشگاه آمار، و رياضي دانشکده رياضي، گروه (١)

سامعي اسماعيل محمد مسئول: دبير

١۴٠۵/٠۴/٠٩ پذيرش: تاريخ ١۴٠۴/٠٧/٠۶ دريافت: تاريخ

-ψ ) دوتصوير -B∗∗ و ( دوتصوير -A∗∗-φ ) دوتصوير -A∗∗ باناخ جبرهاي به ترتيب، B و A کنيم فرض چکيده:
مقاله، اين در مي باشند. B و A روي ناصفر ضربي خطي تابعک هاي ψبه ترتيب φو درآنها که باشند، ( دوتصوير -B∗∗

مفاهيم با را مي رسند، ارث به A⊗̂B تصويري تانسوري حاصل ضرب به B و A باناخ جبرهاي از که را خواصي ارتباط
موروثي خواص بالاخص، مي کنيم. بررسي A⊗̂B چپ(راست) ميانگين پذيري -φ ⊗ ψ مانند مربوطه همانستگي
در مثال هايي و کرده بررسي را A⊗̂B باناخ جبر دوتصويري -(A⊗̂B)∗∗-φ ⊗ ψ و دوتصويري -(A⊗̂B)∗∗

مي دهيم. ارايه راستا اين

تقريبي هماني چپ، ميانگين پذيري -φ ⊗ ψ باناخ، جبرهاي دوتصوير، -(A⊗̂B)∗∗-φ ⊗ ψ کليدي: واژه هاي
تصويري تانسوري حاصل ضرب کراندار،

43A20; 46M10 رياضي: ردهبندي

مفاهيم و مقدمه ١
پايه ي بر گسسته گروه يک ميانگين پذيري آن، در که گرديد، ارايه ١٩٢٩ سال در نويمان فون ج. توسط گسسته گروه هاي ميانگين پذيري مفهوم
کرد ارايه موضعي فشرده گروه هاي تمام براي را مفهوم اين دي م. م. ادامه در .[٢٠] است استوار چپ پاياي جمعي احتمال اندازه ي يک وجود
جالب بررسي تحت موضوع يک به عنوان پس آن از و داد گسترش باناخ جبرهاي براي را مفهوم اين ١٩٧٢ سال در جانسون ا. ب. سپس .[٣]
کرد پيدا ارگوديک نظريه  و عملگرها نظريه همساز، آناليز مانند گوناگون زمينه هاي در فراواني کاربردهاي و گرفت قرار رياضي دانان اقبال مورد
بديهي X∗ دوگان باناخ دومدول -A هر در ضرايب با A هاشخيلد گروه اولين اگر مي شود ناميده ميانگين پذير ،A باناخ جبر واقع، در .[٩]
قرار رياضي به علاقه مندان از بسياري توجه مورد باناخ جبرهاي براي پراهميت همانستگي ويژگي يک به عنوان مفهوم اين ادامه در .[٩] باشد
در گرفت. قرار بررسي مورد همانستگي ديگر مفاهيم از بسياري با آن ارتباط و مفهوم اين خواص با رابطه در زيادي تحقيقات بعدها گرفت.
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به مربوط نتايج از بسياري توانستند و دادند ارايه را تقريبي ميانگين پذيري عنوان تحت ضعيف تري مفهوم همکارانش و قهرماني ۶٢٠٠ سال
.[١٠] کردند معرفي را باناخ جبرهاي ميانگين پذيري -φ مفهوم همکارانش و کانيوث ٢٠٠٨ سال در .[۵] دهند گسترش را ميانگين پذيري
-φ مفهوم که، هرچند ،[١١] گرفت شکل بود، شده انجام لائو توسط قبلاً که جبرها -F چپ ميانگين پذيري تعريف از الهام با نام برده تعريف
ميانگين پذيري کان و باناخ جبرهاي معين ضرب ميانگين پذيري کان -χ شد. معرفي نيز [١٢] در مستقل طور به و [١٠] در ميانگين پذيري
χ درآنها که شد، بررسي [١٩] در خاص دوگان باناخ جبرهاي قوي ميانگين پذيري کان -χ⊗ η و [١٨ ،۴] در نيم گروهي جبرهاي مدولي

هستند. باناخ جبرهاي روي خطي تابعک دو η و
جبرهاي همانستگي در مهم ابزارهاي از يکي عنوان به اکنون به تا که کرد تعريف را دوتصوير باناخ جبرهاي ١٩٨٠ دهه در هلمسکي
πA(a⊗ b) = ab ضابطه با πA : A⊗̂A → A ،a, b ∈ A هر به ازاي کنيم فرض مقاله، سراسر در .[٨] مي شوند شناخته باناخ

باشد. ضربي نگاشت يک

به طوري باشد داشته وجود ρ : A → A⊗̂A پيوسته دومدولي -A همريختي هرگاه مي شود ناميده دوتصوير ،A باناخ جبر .١. ١ تعريف
.[٨] πA ◦ ρ = idA که

١٩٩٩ سال در ژانگ مثلا، گرفتند. قرار بررسي مورد و تعريف نيز بودند مفهوم اين از ضعيف تر يا قوي تر که ديگري مفاهيم آن از پس
جبرهاي مفهوم ميانگين پذيري، -φتعريف از الهام با ٢٠١۴ سال در پورعباس و سهامي .[٢١] کرد معرفي را تقريبي دوتصوير باناخ جبرهاي
جبرهايي براي مفهوم اين روي زيادي تحقيقات ادامه، در .[١٧] دادند قرار بررسي مورد را آنها خواص و کردند معرفي را دوتصوير -φ باناخ

.[١۴] پذيرفت انجام ليپشيتزي جبرهاي و نيم گروهي جبر اندازه، جبر گروهي، جبر مانند

ناميده دوتصوير -φ ،A صورت اين در باشد. A روي ناصفر کران دار ضربي خطي تابعک φيک و باناخ جبر يک A کنيم فرض .١. ٢ تعريف
φ ◦ πA ◦ ρ(a) = ،a ∈ A هر براي که طوري به باشد موجود ρ : A → A⊗̂A پيوسته دومدولي -A همريختي هرگاه مي شود

.[١٧] φ(a)

.[١۴] کردند مطالعه همانستگي مفاهيم از برخي با را آنها رابطه ي و کردند معرفي را دوتصوير -A∗∗ باناخ جبرهاي مفهوم نويسندگان
دوگان به علاوه، .[١۴] است شده بررسي مثلثي جبرهاي و ليپشيتزي جبرهاي مانند باناخ جبرهاي از برخي دوتصويري -A∗∗ همچنين
نقش ميانگين پذير باناخ جبرهاي درمجموع، .[١] است گرفته قرار مطالعه و بررسي مورد موضعي، محدب توپولوژي يک تحت گروهي جبرهاي

می کنند. ايفا دوتصويري جبرهاي مفهوم در عمده اي
که باشند، دوتصوير) -B∗∗-ψ دوتصوير( -B∗∗ و دوتصوير) -A∗∗-φ دوتصوير( -A∗∗ باناخ جبرهاي به ترتيب، B و A کنيم فرض
به B و A باناخ جبرهاي از که را موروثي خواص مقاله، اين در هستند. B و A روي ناصفر ضربي خطي تابعک هاي به ترتيب ψ و φ درآنها
ميانگين پذيري -φ⊗ψ مانند همانستگي مفاهيم با را آنها ارتباط همچنين، مي کنيم. بررسي مي رسند، A⊗̂B تصويري تانسوري باناخ جبر
A⊗̂B باناخ جبر دوتصويري -(A⊗̂B)∗∗-φ⊗ψ و دوتصويري -(A⊗̂B)∗∗ موروثي خواص بالاخص، مي گنيم. مطالعه چپ(راست)

مي دهيم. ارايه آمده بدست نتايج براي مثال هايي راستا، اين در و کرده بررسي را

اصلي نتايج ٢
-A يک زير مدولي اعمال با X∗ يعني X دوگان فضاي صورت اين در باشد. باناخ دومدول -A يک X و باناخ جبر يک A کنيم فرض

است: باناخ دومدول

(a · f)(x) = f(x · a), (f · a)(x) = f(a · x); (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗).

يک زير مدولي اعمال با A⊗̂A صورت اين در باشد. خودش با A باناخ جبر تصويري تانسوري حاصل ضرب فضاي A⊗̂A کنيم فرض
بود: خواهد باناخ دومدول -A

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (a⊗ b) · c = a⊗ bc; (a, b, c ∈ A). (٢. ١)

است: باناخ دومدول -A يک نيز زير مدولي اعمال با (A⊗̂A)∗ اينرو از

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca), (f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c); (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗).

جبر روي ناصفر ضربي خطي تابعک يک به گرفت. نظر در باناخ دومدول -A يک عنوان به را (A⊗̂A)∗∗ مي توان مشابه طور به
مقاله، اين سرتاسر در مي دهيم. نمايش ∆(A) نماد با را A روي مشخصه هاي تمام مجموعه ي و مي شود گفته مشخصه يک A باناخ



١۴٧ تصويري تانسوري باناخ جبرهاي دوم-دوتصويري دوگان

به را آن بتواند تا کرد تعريف باناخ جبر يک دوم دوگان روي ضرب دو ١۵١٩ سال در آرنز مي باشد. طبيعي نشاننده ي KA : A → A∗∗

مي شود گفته دوم و اول آرنز ضرب ضرب ها اين به مي باشند. جبر روي معمولي ضرب توسيع ضرب ها اين واقع در کند. تبديل باناخ جبر يک
تعريف زير صورت به a, b ∈ A و f ∈ A∗ ،F,G ∈ A∗∗ هر ازاي به که مي شوند داده نمايش ♦ و □ نمادهاي با به ترتيب که

مي شوند:
〈F□G, f〉 = 〈F,G · f〉, 〈F♦G, f〉 = 〈G, f · F 〉,

〈G · f, a〉 = 〈G, f · a〉, 〈f · F, a〉 = 〈F, a · f〉,

و
〈f · a, b〉 = 〈f, ab〉, 〈a · f, b〉 = 〈f, ba〉.

براي درواقع دارد. وجود φ̃ ∈ ∆(A∗∗) مانند φ از يکتايي توسيع آنگاه φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر يک A اگر .٢. ١ ملاحظه
و φ ∈ ∆(A) ،B و A باناخ جبرهاي براي کنيم فرض مي کنيم. تعريف φ̃(F ) = F (φ) به صورت را φ̃ ،F ∈ A∗∗ هر
G ∈ B∗∗ و F ∈ A∗∗ ،b ∈ B ،a ∈ A هر براي آنگاه باشند، ψ و φ از يکتايي توسيع هاي به ترتيب ψ̃ و φ̃ اگر .ψ ∈ ∆(B)

مي دهيم قرار

φ⊗ ψ(a⊗ b) = φ(a)ψ(b), φ̃⊗ ψ̃(F ⊗G) = F (φ)G(ψ), φ̃(F□G) = φ̃(F )φ̃(G). (٢. ٢)

باشد داشته وجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولي -A پيوسته همريختي گاه هر گوييم دوتصوير -A∗∗ را A باناخ جبر .٢. ٢ تعريف
کند صدق زير شرايط در ،a, b ∈ A هر براي که

ρ(a · b) = ρ(a) · b = a · ρ(b), πA∗∗ ◦ ρ(a) = KA(a), (٢. ٣)

مي باشد. πA∗∗ (F ⊗G) = F□G ضابطه ي با ضربي عملگر πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ آن در که

نمي تواند A هان-باناخ، قضيه و [٧. ١ لم ،۶] بر بنا آن گاه .A٢ 6= A که به طوري  باشد باناخ جبر يک A کنيم فرض الف) .٢. ٣ مثال
است. چگال A در A٢ لزوما آنگاه باشد، دوتصوير -A∗∗ باناخ جبر يک A اگر واقع، در باشد. دوتصوير -A∗∗

گروهي جبر آنگاه نباشد ميانگين پذير G اگر بالا مفاهيم و جانسون قضيه بر بنا باشد. موضعي فشرده گروه يک G کنيم فرض ب)
نمي باشد. دوتصوير -L١(G)∗∗ ،L١(G)

هماني .eαa→ a(aeα → a) ،a ∈ A هر براي هرگاه گوييم A باناخ جبر (راست) چپ تقريبي هماني را (eα)α تور .۴ .٢ تعريف
تقريبي هماني داراي A باناخ جبر .‖eα‖ ≤ K ،α هر ازاي به که باشد داشته وجود K > ٠ هرگاه گوييم کران دار را (eα)α تقريبي

باشد. کران دار راست و کران دار چپ تقريبي هماني داراي هرگاه است کران دار

که مي دهد نشان زير مثال  باشد. داشته کراندار تقريبي هماني اگر فقط و اگر دارد هماني دوگان، باناخ جبر يک ،[٢. ١ گزاره ،١۵] بر بنا
مي کند. ايفا A ميانگين پذيري شبه و ميانگين پذيري در عمده اي نقش دوتصويري، -A∗∗ خاصيت ،A باناخ جبر براي

نخواهد دوتصوير -A∗∗ ،A آنگاه نباشد ميانگين پذير A اگر باشد. کران دار تقريبي هماني با باناخ جبر يک A کنيم فرض الف) .۵ .٢ مثال
بود.

نخواهد دوتصوير -A∗∗ ،A صورت اين در نيست، ميانگين پذير شبه که باشد کران دار تقريبي هماني با باناخ جبر يک A کنيم فرض ب)
عضو دو حداقل با چپ صفر گروه نيم S کنيم فرض نمونه براي زيرا است برخوردار ويژه اي اهميت از تقريبي هماني خاصيت مثال اين در بود.
فاقد زيرا نيست، ميانگين پذير) (شبه ميانگين پذير l١(S) نيم گروهي جبر آنگاه .ss′ = s باشيم داشته s, s′ ∈ S هر براي يعني باشد؛

مي باشد. دوتصوير -l١(S)∗∗ ،l١(S) که صورتي در است. تقريبي هماني

در مي پردازيم. آنها تصويري تانسوري حاصل ضرب بودن دوتصوير و باناخ جبر دو بودن دوتصوير بين رابطه ي بررسي به زير قضيه ي در
مي شود. منتقل آنها تصويري تانسوري حاصل ضرب به باناخ جبرهاي دوم-دوتصويري دوگان موروثي خاصيت مي دهيم نشان واقع

اگر باشند. کراندار تقريبي هماني هاي با دوتصوير -B∗∗ باناخ جبر يک B و دوتصوير -A∗∗ باناخ جبر يک A کنيم فرض .۶ .٢ قضيه
است. دوتصوير -(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B آن گاه باشد، باناخ جبر يک A⊗̂B
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صورت به را A⊗̂B روي ضرب اثبات.

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, c ∈ A, b, d ∈ B),

اين صورت در باشند، B کراندار تقريبي هماني (e
β
)
β

و A کراندار تقريبي هماني (eα)α ،b ∈ B ،a ∈ A کنيم فرض مي گيريم. نظر در
طبيعي نشاننده هاي KB : B → B∗∗ و KA : A → A∗∗ کنيم فرض بود. خواهد A⊗̂B کراندار تقريبي هماني (eα ⊗ e

β
)
α,β

و
ρA : A → A∗∗⊗̂A∗∗, a 7→ KA(a)⊗KA(eα)

و
ρB : B → B∗∗⊗̂B∗∗, b 7→ KB(b)⊗KB(eβ)

Ψ : B∗∗⊗̂B∗∗ → و Φ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗ و باشند دومدولي -B و دومدولي -A پيوسته همريختي  هاي ترتيب به
بالا فرضيات به توجه با .b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A کنيم فرض مي کنند. صدق [٧. ١ لم ،۶] در که هستند نگاشت هايي (B⊗̂B)∗∗

نگاشت
Φ⊗Ψ : (A∗∗⊗̂A∗∗)⊗̂(B∗∗⊗̂B∗∗) → (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗,

ضابطه )با
KA(a)⊗KA(a

′)
)
⊗

(
KB(b)⊗KB(b

′)
)
7→ KA⊗̂A(a⊗ a′)⊗KB⊗̂B(b⊗ b′)

خطي نگاشت و
λ : (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗,

ضابطه با
KA⊗̂A(a⊗ a′)⊗KB⊗̂B(b⊗ b′) 7→ KA⊗̂B(a⊗ b)⊗KA⊗̂B(a

′ ⊗ b′)

رابطه ي در ρ
A⊗̂B

که مي دهيم نشان .ρ
A⊗̂B

:= λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB) مي دهيم قرار مي گيريم. نظر در را

π(A⊗̂B)∗∗ ◦ ρA⊗̂B
(a⊗ b) = KA⊗̂B(a⊗ b),

است زير ضابطه ي با ضربي عملگر π(A⊗̂B)∗∗ آن در که مي کند صدق

π(A⊗̂B)∗∗ : (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗; KA⊗̂B(a⊗b)⊗KA⊗̂B(a
′⊗b′) 7→ KA⊗̂B(aa

′⊗bb′).

دادن قرار با است، A⊗̂B کراندار تقريبي هماني (eα ⊗ eB) و be
β
→ b ،aeα → a که ازآنجا .b ∈ B و a ∈ A کنيم فرض

داشت خواهيم ،ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) = ρA(a)⊗ ρB(b)

π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) = π
(A⊗̂B)∗∗

◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB)(a⊗ b)

= π
(A⊗̂B)∗∗

◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA(a)⊗ ρB(b))

= π
(A⊗̂B)∗∗

◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ)
((
KA(a)⊗KA(eα)

)
⊗
(
KB(b)⊗KB(eβ)

))
= π

(A⊗̂B)∗∗
◦ λ

(
Φ
(
KA(a)⊗KA(eα)

)
⊗Ψ

(
KB(b)⊗KB(eβ)

))
= π

(A⊗̂B)∗∗
◦ λ

(
KA⊗̂A(a⊗ eα)⊗KB⊗̂B(b⊗ e

β
)
)

= π
(A⊗̂B)∗∗

(
KA⊗̂B(a⊗ b)⊗KA⊗̂B(eα ⊗ e

β
)
)

= KA⊗̂B(aeα ⊗ be
β
)

= KA⊗̂B(a⊗ b).
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در Ψ و Φ خواص بر بنا .b, d ∈ B و a, c ∈ A کنيم فرض است. دومدولي -A⊗̂B پيوسته همريختي ρ
A⊗̂B

مي دهيم نشان حال
داريم [٧. ١ لم ،۶]

ρ
A⊗̂B

((a⊗ b) · (c⊗ d)) = λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB)(ac⊗ bd)

= λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA(a) · c⊗ ρB(b) · d)
= λ ◦ (Φ(ρA(a) · c)⊗Ψ(ρB(b) · d))
= λ ◦

[
Φ
(
KA(a)⊗KA(eα)

)
· c⊗Ψ

(
KB(b)⊗KB(eβ)

)
.d
]

= λ
[(
KA⊗̂A(a⊗ eα)⊗KB⊗̂B(b⊗ e

β
)
)
· (c⊗ d)

]
=

(
KA⊗̂B(a⊗ b)⊗KA⊗̂B(eα ⊗ e

β
)
)
· (c⊗ d)

= ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) · (c⊗ d).

باناخ جبر يک A زير، نرم و ماتريسي معمولي ضرب و اسکالر ضرب و جمع با صورت اين در .A =

(
C ٠
C C

)
کنيم فرض .٢. ٧ مثال

a)∥∥∥است. ٠
b c

)∥∥∥ = |a|+ |b|+ |c|, (a, b, c ∈ C).

مي باشند. A⊗̂A و A هماني هاي(تقريبي) ترتيب به e
A⊗̂A

=

(
١ ٠
٠ ١

)
⊗

(
١ ٠
٠ ١

)
و eA =

(
١ ٠
٠ ١

)
که است بديهي
مي کنيم تعريف

KA : A → A∗∗; KA

(
a ٠
b c

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
□
(
a ٠
b c

)
, (a, b, c ∈ C),

و

ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗; ρ

(
a ٠
b c

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
⊗

(
a ٠
b c

)
, (a, b, c ∈ C).

ضرب با A⊗̂A که آنجا از مي باشد. دوتصوير -A∗∗ ،A باناخ جبر لذا

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, b, c, d ∈ C),

مي باشد. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ ،A⊗̂A که داد نشان مي توان سادگي به است، باناخ جبر يک

اگر باشند. دوتصوير -A∗∗
n ،. . . دوتصوير، -A∗∗

٢ دوتصوير، -A∗∗
١ باناخ جبرهاي به ترتيب An،. . . ،A٢،A١ کنيم فرض .٢. ٨ نتيجه

است. دوتصوير -(A١⊗̂A٢⊗̂ . . . ⊗̂An)
∗∗ ،A١⊗̂A٢⊗̂ . . . ⊗̂An آن گاه باشد باناخ جبر يک A١⊗̂A٢⊗̂ . . . ⊗̂An

مي آيد. بدست مطلوب نتيجه رياضي استقراي و ۶ .٢ قضيه به بنا اثبات.

آنها از يکي حداقل آنگاه نباشد، دوم-دوتصوير دوگان باناخ، جبر دو تصويري تانسوري حاصل ضرب اگر که مي دهيم نشان بعد مثال در
دارد. را خاصيت اين

کنيم فرض .٢. ٩ مثال

A =

{٠ a b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 : a, b ∈ C; a, b 6= ٠

}
, B =

{٠ ٠ ٠
a′ ٠ ٠
b′ ٠ ٠

 : a′, b′ ∈ C; a′, b′ 6= ٠

}
.

نرم هاي و ماتريسي معمولي ضرب و اسکالر ضرب و جمع با اين صورت ∥∥∥∥∥در
٠ a b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

∥∥∥∥∥
A

= |a|+ |b|; (a, b ∈ C),

∥∥∥∥∥
٠ ٠ ٠
a′ ٠ ٠
b′ ٠ ٠

∥∥∥∥∥
B

= |a′|+ |b′|; (a′, b′ ∈ C),
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ضرب با A⊗̂B همچنين، باناخ اند. جبر دو B و A

(α⊗ β) · (γ ⊗ δ) = αγ ⊗ βδ, (α, γ ∈ A, β, δ ∈ B), (۴ .٢)

داريم مي شود. تبديل باناخ جبر يک به

(A⊗̂B)٢ = (A⊗̂B) · (A⊗̂B)

=

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⊗

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


6= A⊗̂B.

دوتصوير -A∗∗ ،A يا مي دهيم نشان اينک نمي باشد. دوتصوير -(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B باناخ جبر (الف)، قسمت (٢. ٣) مثال بر بنا نتيجه در
داريم منظور اين براي آنها). از يکي نمي باشند(حداقل دوتصوير -B∗∗ ،B يا نمي باشد

A٢ =

٠ a b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ·

٠ a b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 6= A, (a, b ∈ A; a, b 6= ٠).

مي باشد. ٢. ٨ و ۶ .٢ قضاياي نقيض عکس مفهوم اساس بر بالا مثال نتيجه گيري .B٢ 6= B ترتيب، همين به 

(mα) ⊆ A کران دار تور هرگاه است چپ ميانگين پذير -φ ،A گوييم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر Aيک کنيم فرض تعريف٢. ١٠.
،a ∈ A هر براي که به طوري باشد موجود

amα − φ(a)mα → ٠, φ(mα) → ١.

،B و چپ ميانگين پذير -φ ،A کنيم فرض .ψ ∈ ∆(B) و φ ∈ ∆(A) باناخ، جبرهاي A⊗̂B و B ،A کنيم فرض .٢. ١١ قضيه
است. چپ ميانگين پذير -φ⊗ ψ ،A⊗̂B صورت اين در باشند. چپ ميانگين پذير -ψ

b ∈ B و a ∈ A هر براي طوريکه به دارند وجود (nα) ⊆ B و (mα) ⊆ A کراندار تورهاي تعريف، طبق اثبات.

amα − φ(a)mα → ٠, φ(mα) → ١

و
bnα − ψ(b)nα → ٠, ψ(nα) → ١.

ضرب با A⊗̂B مي دانيم

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, c ∈ A, b, d ∈ B),

داشت خواهيم ،(٢. ٢) رابطه بر بنا لذا مي باشد باناخ جبر يک

φ⊗ ψ(mα ⊗ nα) = φ(mα)ψ(nα)

→ ١.

بالا روابط بر بنا همچنين

(a⊗ b) · (mα ⊗ nα)− φ⊗ ψ(a⊗ b)mα ⊗ nα = amα ⊗ bnα − φ(a)ψ(b)mα ⊗ nα

→ φ(a)mα ⊗ ψ(b)nα − φ(a)ψ(b)mα ⊗ nα

→ φ(a)mα ⊗ ψ(b)nα − φ(a)mα ⊗ ψ(b)nα

→ ٠.

است. چپ ميانگين پذير -φ⊗ ψ ،A⊗̂B بنابراين
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و (راست) چپ تقريبي هماني با دوتصوير -A∗∗ باناخ جبر يک A اگر [٧. ١ لم ،۶] و (الف) قسمت (۵ .٢) مثال اساس بر .٢. ١٢ ملاحظه
است. (راست) چپ ميانگين پذير - φ ،A آنگاه .φ ∈ ∆(A)

ماتريس هاي همه UPگردايه ي (D) کنيم فرض است. عنصر کوچک ترين داراي که باشد شده جهت دار مجموعه ي Dيک کنيم فرض
باشد زير مختلط درايه هاي با مثلثي بالا D ×D

UP (D) =
{ [
aij

]
: aij ∈ C, aij = ٠ هر iبراي > j; i, j ∈ D

}
. (۵ .٢)

که کنيم ملاحظه مي دهد. تقريبي هماني با باناخ جبر يک تشکيل ‖
[
aij

]
‖† =

∑
i,j∈D ‖aij‖ نرم و ماتريسي ضرب با UP (D)

مي شود. تبديل تقريبي هماني با باناخ جبر يک به نيز UP (D)⊗̂UP (D) ،[٢] و (۴ .٢) رابطه در شده تعريف ضرب گرفتن نظر در با
نيست. دوتصوير -UP (D)∗∗ ،UP (D) يعني بالا در شده تعريف باناخ جبر که مي دهيم نشان زير گزاره در

باناخ جبر صورت اين در باشد. عنصر کوچک ترين خاصيت داراي همچنين و عضو دو داراي حداقل D مجموعه کنيم فرض .٢. ١٣ گزاره
نمي باشد. دوتصوير -UP (D)∗∗ ،UP (D)

کرد. تعريف مي توان UP (D) روي χ مانند مشخصه يک آنگاه باشد. دوتصوير -UP (D)∗∗ باناخ جبر UP (D) کنيم فرض اثبات.
I ⊆ UP (D) مانند بسته ايده آل يک [١. ٣ لم ،١٠] بر بنا لذا بود. خواهد چپ ميانگين پذير -χ ،UP (D) جبر ،(٢. ١٢) توجه بر بنا اينک
خلف فرض بنابراين است. تناقض در (٢. ١٠) تعريف با موضوع اين است. چپ ميانگين پذير -χ|I ،I و ناصفر آن به χ تحديد که دارد وجود

باشد. نمي دوتصوير -UP (D)∗∗ باناخ جبر UP (D) و باطل

در .|D٢| > ١ و |D١| > ١ که به طوري باشند عنصر کوچکترين با شده جهت دار مجموعه هاي D٢ و D١ کنيم فرض .١۴ .٢ لم
نيست. دوتصوير -

(
UP (D١)⊗̂UP (D٢)

)∗∗ ،UP (D١)⊗̂UP (D٢) اين صورت

بنا نباشد. دوتصوير -
(
UP (D١)⊗̂UP (D٢)

)∗∗ ،UP (D١)⊗̂UP (D٢) يعني باشد درستي گزاره لم، حکم کنيم فرض اثبات.
-(UP (D٢))

∗∗ ،UP (D٢) يا نيست دوتصوير -(UP (D١))
∗∗ ،UP (D١) يا که دهيم نشان بايد ،۶ .٢ قضيه نقيض عکس به

است. تمام اثبات لذا و باشند مي درست اخير گزاره دو هر ،٢. ١٣ گزاره اساس بر نيست. دوتصوير

مي کنيم تعريف .D = {١, ٢, ٣} کنيم فرض .١۵ .٢ مثال

UP (D) =

{١ a١٢ a١٣
٠ a٢٢ a٢٣
٠ ٠ a٣٣

 : aij ∈ C; i, j ∈ D

}
. (۶ .٢)

نرم و ماتريسي ضرب با UP (D) مي دانيم

‖A‖
UP (D)

=
٣∑

i,j=١

‖aij‖; (A ∈ UP (D)),

مي توان به سادگي مي باشد.

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

 کراندار) (تقريبي هماني داراي UP (D) که است بديهي مي دهد. باناخ جبر يک تشکيل

نيست. دوتصوير -(UP (D))∗∗ ،UP (D) که داد نشان

ملاحظه بر بنا آن گاه باشند دوتصوير -B∗∗ و دوتصوير -A∗∗ باناخ جبرهاي ترتيب، به B و A اگر که مي دهيم نشان زير قضيه در
مي شود. منتقل A⊗̂B به موروثي طور به چپ ميانگين پذيري -φ⊗ ψ خاصيت شرايطي، تحت و ٢. ١٢

-A∗∗ ،A اگر .ψ ∈ ∆(B) و φ ∈ ∆(A) باشند، چپ(راست) تقريبي هماني هاي با باناخ جبر دو B و A کنيم فرض .١۶ .٢ قضيه
است. چپ(راست) ميانگين پذير -φ⊗ ψ ،A⊗̂B آن گاه باشد باناخ جبر يک A⊗̂B و دوتصوير -B∗∗ ،B و دوتصوير
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دومدولي -A⊗̂B پيوسته همريختي ،۶ .٢ قضيه طبق هستند، دوتصوير -B∗∗ ،B و دوتصوير -A∗∗ ،A که آنجا از اثبات.

ρ
A⊗̂B

: A⊗̂B → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗, (٢. ٧)

طوريکه به دارد وجود

π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ(a⊗ b) = K
A⊗̂B

(a⊗ b), (٢. ٨)

است. طبيعي نشاننده ي دهنده نشان K
A⊗̂B

و ضربي عملگر ،π
(A⊗̂B)∗∗

: (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗ آن در که
لم ،۶] شرايط در که به طوري دارند وجود Ψ : B∗∗⊗̂B∗∗ → (B⊗̂B)∗∗ و Φ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗ نگاشت هاي
نگاشت اينک باشند. B و A باناخ جبرهاي چپ تقريبي هماني هاي به ترتيب (e

β
) ⊆ B و (eα) ⊆ A کنيم فرض مي کنند. صدق [٧. ١

λ : (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗ →
(
(A⊗̂B)⊗̂(A⊗̂B)

)∗∗
, (٢. ٩)

مي کنيم تعريف زير به صورت را ،Γ : A⊗̂B →
(
(A⊗̂B)⊗̂ A⊗̂B

ker(φ⊗ψ)

)∗∗ نگاشت و گرفته نظر در را

Γ(a⊗ b) = (idA⊗̂B ⊗ q)∗∗ ◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ ρ
A⊗̂B

(a⊗ b), (٢. ١٠)

نگاشت است. قسمتي خارج نگاشت ،q : A⊗̂B → A⊗̂B
ker(φ⊗ψ) و هماني نگاشت ،idA⊗̂B : A⊗̂B → A⊗̂B آن در که

بر است. دومدولي -A⊗̂B همريختي يک نيز ،(idA⊗̂B ⊗ q)∗∗ نتيجه در است. دومدولي -A⊗̂B همريختي يک ،idA⊗̂B ⊗ q
لذا است. (eα ⊗ e

β
) ⊆ A⊗̂B تقريبي هماني داراي نيز A⊗̂B ،[Bتمرين۶. ١،قسمت ،١۶] و بالا شناسه ي اساس

ker(φ⊗ ψ) = (A⊗̂B) ker(φ⊗ ψ).

مي شوند يافت ،(kn⊗ tn) ⊆ ker(φ⊗ψ) و (bn) ⊆ B ،(an) ⊆ A تور هاي ،k⊗ t ∈ ker(φ⊗ψ) هر براي نتيجه در
که به طوري

k ⊗ t = lim
n→∞

(an ⊗ bn)(kn ⊗ tn).

داريم (٢. ١٠) و (٢. ٩) ،(٢. ٧) روابط بر بنا لذا ،q |
ker(φ⊗ψ)

= ٠ که آنجا از

Γ(k ⊗ t) = Γ( lim
n→∞

(an ⊗ bn)(kn ⊗ tn))

= lim
n→∞

(Γ(an ⊗ bn)(kn ⊗ tn))

= lim
n→∞

(idA⊗̂B ⊗ q)∗∗ ◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ ρ(an ⊗ bn)︸ ︷︷ ︸
٠

·(kn ⊗ tn) = ٠.

مانند کراندار و چپ همريختي دومدول -A⊗̂B يک ،Γ نتيجه در

Γ̃ :
A⊗̂B

ker(φ⊗ ψ)
→

(
(A⊗̂B)⊗̂ A⊗̂B

ker(φ⊗ ψ)

)∗∗
,

مي کنيم تعريف همچنين، .φ ⊗ ψ(a٠ ⊗ b٠) = ١ که مي کنيم انتخاب طوري را a٠ ⊗ b٠ ∈ A⊗̂B عنصر اينک مي کند. القا
لذا، است وارون پذير A⊗̂B

ker(φ⊗ψ) باناخ جبر غيرصفر عضو هر چون گلفاند-مازور قضيه بر بنا .m = Γ̃ (a٠ ⊗ b٠ + ker(φ⊗ ψ))

داريم ،b ∈ B و a ∈ A هر براي که ديد مي توان آساني به .m ∈ (A⊗̂B)∗∗ نتيجه در . A⊗̂B
ker(φ⊗ψ) ≈ C⊗̂C

(a⊗ b)m = (a⊗ b)Γ̃(a٠ ⊗ b٠ + kerφ⊗ ψ)

= Γ̃ ((a⊗ b) · (a٠ ⊗ b٠) + kerφ⊗ ψ)

= Γ̃ (φ⊗ ψ(a⊗ b) · (a٠ ⊗ b٠) + kerφ⊗ ψ)

= φ⊗ ψ(a⊗ b)Γ̃(a٠ ⊗ b٠ + kerφ⊗ ψ)

= φ⊗ ψ(a⊗ b)m. (٢. ١١)
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که آنجا از باشد. (A⊗̂B)∗∗ به φ⊗ ψ از يکتا توسيع ،φ̃⊗ ψ کنيم فرض

φ̃⊗ ψ ◦ π∗∗
A⊗̂B = φ̃⊗ ψ ◦ (idA⊗̂B ⊗ q)∗∗, (٢. ١٢)

همچنين و ۶ .٢ قضيه ،[٧. ١ لم ،۶] با مشابه ،π∗∗
A⊗̂B ◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) = π(A⊗̂B)∗∗ رابطه ي و (٢. ١٢) ،(٢. ١٠) روابط کمک به لذا

داشت خواهيم ٢. ١ ملاحظه و KA⊗̂B طبيعي نشاننده ي خاصيت

φ̃⊗ ψ(m) = φ̃⊗ ψ ◦ Γ̃(a٠ ⊗ b٠ + kerφ⊗ ψ)

= φ̃⊗ ψ ◦ Γ(a٠ ⊗ b٠)

= φ̃⊗ ψ ◦ (idA⊗̂B ⊗ q)∗∗ ◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ ρ
A⊗̂B

(a٠ ⊗ b٠)

= φ̃⊗ ψ ◦ π∗∗
A⊗̂B ◦ λ ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ ρ

A⊗̂B
(a٠ ⊗ b٠)

= φ̃⊗ ψ ◦ π(A⊗̂B)∗∗ ◦ ρA⊗̂B
(a٠ ⊗ b٠)

= φ̃⊗ ψ ◦ KA⊗̂B(a٠ ⊗ b٠)

= φ⊗ ψ(a٠ ⊗ b٠)

= φ(a٠)ψ(b٠)

= ١. (٢. ١٣)

است. چپ ميانگين پذير -φ⊗ ψ ،A⊗̂B که مي گيريم نتيجه (٢. ١٣) و (٢. ١١) روابط از

است دوتصوير -A∗∗ -φ ،A گوييم باشد. A∗∗ روي φ يکتاي توسيع φ̃ و φ ∈ ∆(A) باناخ، جبر يک A کنيم فرض .٢. ١٧ تعريف
،a ∈ A هر ازاي به به طوري که باشد موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولي -A پيوسته همريختي گاه هر

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

نتيجه آن از و مي باشد A باناخ جبر دوتصويري -A∗∗ مفهوم از ضعيف تر ،A باناخ جبر دوتصويري -A∗∗ -φ مفهوم وضوح به
مي دهيم. نشان را مطلب اين مثال، يک قالب در ادامه در که مي شود

جبرهاي تصويري تانسوري حاصل ضرب به و است موروثي خاصيت يک ،A دوتصويري -A∗∗ -φ که مي دهيم نشان زير قضيه ي در
مي شود. منتقل باناخ

-φ ،A کنيم فرض .ψ ∈ ∆(B) و φ ∈ ∆(A) باشند، کراندار تقريبي هماني هاي با باناخ جبرهاي B و A کنيم فرض .٢. ١٨ قضيه
دوتصوير -(A⊗̂B)∗∗ -φ⊗ ψ ،A⊗̂B گاه آن باشد، باناخ جبر يک A⊗̂B اگر باشند. دوتصوير -B∗∗ -ψ ،B و دوتصوير -A∗∗

است.

نگاشت ،π
(A⊗̂B)∗∗

: (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗ کنيم فرض .φ⊗ ψ ∈ ∆(A⊗̂B) که است بديهي اثبات.
مانند دومدولي -A⊗̂B پيوسته همريختي يک مي دهيم نشان باشد. ضربي

ρ
A⊗̂B

: A⊗̂B → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗, (١۴ .٢)

،b ∈ B و a ∈ A هر براي به طوري که دارد وجود

φ̃⊗ ψ ◦ π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) = φ⊗ ψ(a⊗ b), (١۵ .٢)

هماني هاي به ترتيب ،(e
β
) ⊆ B و (eα) ⊆ A کنيم فرض است. (A⊗̂B)∗∗ روي φ ⊗ ψ از يکتايي توسيع ،φ̃⊗ ψ آن در که

A⊗̂B باناخ جبر تقريبي هماني ،(eα⊗eβ) ⊆ A⊗̂B ،[Bتمرين۶. ١،قسمت ،١۶] بر بنا اينرو، از باشند. B و A باناخ جبرهاي تقريبي
-ψ و A دوتصويري -A∗∗ -φ تعريف در دومدولي -B و دومدولي -A پيوسته همريختي هاي به ترتيب ،ρB و ρA کنيم فرض است.

صورت به که B،  باشند دوتصويري -B∗∗

ρA : A → A∗∗⊗̂A∗∗; a 7→ aM ⊗M, (a ∈ A,M ∈ A∗∗),
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و
ρB : B → B∗∗⊗̂B∗∗; b 7→ bN ⊗N, (b ∈ B, N ∈ B∗∗),

داريم ،b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر براي همريختي ها خواص طبق مي کنيم. تعريف

ρA(aa
′) = ρA(a) · a′ = a · ρA(a

′), ρB(bb
′) = ρB(b) · b′ = b · ρB(b

′). (١۶ .٢)

مي دهيم قرار اينک

ρA ⊗ ρB(a⊗ b) = ρA(a)⊗ ρB(b), (a ∈ A, b ∈ B). (٢. ١٧)

که به طوري دارند وجود Ψ : B∗∗⊗̂B∗∗ → (B⊗̂B)∗∗ و Φ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗ نگاشت هاي ،[٧. ١ لم ،۶] بر بنا
جبر آن در ستاره ضعيف توپولوژي به نسبت باناخ جبر يک دوم دوگان که ازآنجا گلداشتاين قضيه بر بنا کنند. صدق [٧. ١ لم ،۶] شرايط در
به طوري دارند وجود (nβ) ⊆ B و (mα) ⊆ A تورهاي ،N ∈ B∗∗ ⊆ B∗∗ Mو ∈ A∗∗ ⊆ A∗∗ براي لذا است، چگال باناخ
نگاشت کنيم فرض .N ∈ B∗∗ Mو ∈ A∗∗ ،b, d ∈ B ،a, c ∈ A هر به ازاي کنيم فرض .(nβ)

w∗
→N و (mα)

w∗
→M که

η : (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗,

ضابطه با

(a⊗ c)MM ⊗ (b⊗ d)NN 7→ (a⊗ b)MN ⊗ (c⊗ d)MN, (٢. ١٨)

نگاشت و
Φ⊗Ψ : (A∗∗⊗̂A∗∗)⊗̂(B∗∗⊗̂B∗∗) → (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗,

ضابطه با

(aM ⊗Mc)⊗ (bN ⊗Nd) 7→ (a⊗ c)MM ⊗ (b⊗ d)NN, (٢. ١٩)

مي دهيم قرار اينک باشند. شده داده

ρ
A⊗̂B

:= η ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB) : A⊗̂B → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗. (٢. ٢٠)

ضرب با A⊗̂B مي دانيم است. نظر مورد دومدولي -A⊗̂B پيوسته همريختي ρ
A⊗̂B

مي دهيم نشان

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, c ∈ A, b, d ∈ B),

مدولي اعمال با دومدول -A يک (A⊗̂A)∗∗ باناخ، جبر يک

a.(M ⊗Mc) = aM ⊗Mc = (aM ⊗M) · c; (a, c ∈ A,M ∈ A∗∗),

مدولي اعمال با دومدول -B يک ،(B⊗̂B)∗∗ همچنين و

b.(N ⊗Nd) = bN ⊗Nd = (bN ⊗N) · d; (b, d ∈ B, N ∈ B∗∗),

طبيعي نشاننده ها ي ،K
A⊗̂B

: A⊗̂B → (A⊗̂B)∗∗ و KB : B → B∗∗ ،KA : A → A∗∗ کنيم فرض حال مي باشند.
مي دهيم قرار  باشند.

π
(A⊗̂B)∗∗

= K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (π∗∗

A
⊗ π∗∗

B
) ◦ η−١. (٢. ٢١)
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اين براي مي کنند. صدق (١۵ .٢) رابطه در ،(٢. ٢١) در شده تعريف π
(A⊗̂B)∗∗

و (٢. ٢٠) در شده تعريف ρ
A⊗̂B

که مي دهيم نشان

کراندار تور ،(A⊗̂B
w∗

= (A⊗̂B)∗∗ گلداشتاين( قضيه گرفتن نظر در با و (nβ)
w∗
→N و (mα)

w∗
→M اينکه به توجه با منظور

داشت: خواهيم لذا .(tα)
w∗
→T به طوري که دارد وجود (tα) ⊆ A⊗̂B

φ̃⊗ ψ ◦ π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(a⊗ b)

= φ̃⊗ ψ ◦ π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(
(a⊗ b) · (eα ⊗ e

β
)
)

= φ̃⊗ ψ ◦ K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (π∗∗

A
⊗ π∗∗

B
) ◦

I︷ ︸︸ ︷
η−١ ◦ η ◦(Φ⊗Ψ) ◦

ρA (a)·eα⊗ρB (b)·e
β︷ ︸︸ ︷

(ρA ⊗ ρB)(aeα ⊗ be
β
)

= φ̃⊗ ψ ◦ K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (π∗∗

A
⊗ π∗∗

B
) ◦ (Φ⊗Ψ)

(
(aM ⊗Meα)⊗ (bN ⊗Ne

β
)
)

= φ̃⊗ ψ ◦ K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (π∗∗

A
⊗ π∗∗

B
) ◦

(
Φ(aM ⊗Meα)⊗Ψ(bN ⊗Ne

β
)
)

= φ̃⊗ ψ ◦ K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (π∗∗

A
⊗ π∗∗

B
)
(
(a⊗ eα)MM ⊗ (b⊗ e

β
)NN

)
= φ̃⊗ ψ ◦ K

A⊗̂B
◦

(a⊗b)︷ ︸︸ ︷
(K−١

A
⊗K−١

B
)(a · eαM ٢ ⊗ b · e

β
N ٢)

= φ̃⊗ ψ ◦ K
A⊗̂B

(a⊗ b)

= φ̃⊗ ψ((a⊗ b)T )

= φ⊗ ψ(a⊗ b).

داشت خواهيم (٢. ١٧) و (١۶ .٢) روابط ،[٧. ١ لم ،۶] کمک به اينک

ρ
A⊗̂B

((a⊗ b) · (c⊗ d)) = η ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB)(ac⊗ bd)

= η ◦ (Φ⊗Ψ)(ρA(ac)⊗ ρB(bd))

= η ◦ (Φ⊗Ψ)(ρA(a) · c⊗ ρB(b) · d)
= η ◦ (Φ⊗Ψ)

(
ρA(a)⊗ ρB(b)

)
· (c⊗ d)

= η ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB)(a⊗ b) · (c⊗ d)

= ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) · (c⊗ d). (٢. ٢٢)

-(A⊗̂B)∗∗ -φ⊗ψ ،A⊗̂B نتيجه در است. دومدولي -A⊗̂B پيوسته همريختي يک ρ
A⊗̂B

که مي گيريم نتيجه (٢. ٢٢) رابطه از
است. دوتصوير

و ضربي نگاشت πA طبيعي، نشاننده ي KA دوتصوير، -A∗∗ باناخ جبر يک A کنيد فرض .٢. ١٩ تعريف

Ψ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗,

قطر ،m ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ آن در که را Ψ(m) ∈ (A⊗̂A)∗∗ اين صورت در کند. صدق [٧. ١ لم ،۶] شرايط در که باشد نگاشتي
a ∈ A هر براي اگر مي ناميم A براي مجازي

π∗∗
A
(Ψ(m))a = KA(a), a ·Ψ(m) = Ψ(m) · a.

از قوي تر A باناخ جبر دوتصويري -A∗∗ که مي دهد نشان که مي دهيم ارايه A مانند تصويري تانسوري باناخ جبر يک از مثالي ادامه در
نتيجه دوتصويري -A∗∗ -χ از نمي توان را دوتصويري -A∗∗ کلي حالت در لذا .χ ∈ ∆(A) آن در که است A دوتصويري -A∗∗ -χ

گرفت.
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Nmax با را m · n = max{m,n} ماکسيمم عمل با همراه N طبيعي اعداد مجموعه از متشکل نيم گروه کنيم فرض .٢. ٢٠ مثال
و گرفته نظر در را A = l١(Nmax) نيم گروهي جبر دهيم. نشان

A⊗̂A = l١(Nmax)⊗̂l١(Nmax) = l١(Nmax⊗̂Nmax),

که به طوري مي دهيم قرار F : Nmax⊗̂Nmax → C مقدار مختلط توابع تمام مجموعه ي را

‖F‖١ =
∑

r⊗n∈Nmax⊗̂Nmax

|F (r ⊗ n)| <∞.

به را G و F پيچشي ضرب F,G ∈ A⊗̂A هر براي هدف، همين راستاي در مي کنيم. تبديل باناخ جبر يک به را A⊗̂A جبر اکنون
مي کنيم تعريف زير صورت

F ∗G(r ⊗ n) =
∑

(a⊗b)(c⊗d)=r⊗n

F (a⊗ b)G(c⊗ d), (r, n ∈ Nmax),

(a⊗ b)(c⊗ d) = r⊗n که نشود يافت c⊗ d ∈ Nmax⊗̂Nmax و a⊗ b ∈ Nmax⊗̂Nmax مانند عضوي دو هيچ اگر و
∑آن گاه

(a⊗b)(c⊗d)=r⊗n

F (a⊗ b)G(c⊗ d) = ٠.

جبر روي ضرب مي ناميم. Nmax⊗̂Nmax به وابسته نيم گروهي جبر را آن که است باناخ جبر يک
(
A⊗̂A, ∗, ‖.‖١

)
اين صورت در

مي گيريم نظر در زير صورت به را A⊗̂A نيم گروهي

(F ⊗G) · (F ′ ⊗G′) = FF ′ ⊗GG′;
(
F, F ′, G,G′ ∈ l١(Nmax)

)
.

نيست. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ ،A⊗̂A = l١(Nmax⊗̂Nmax) باناخ جبر اول: ادعاي
که دارد وجود ρ : A⊗̂A → (A⊗̂A)∗∗⊗̂(A⊗̂A)∗∗ دومدولي -A پيوسته همريختي لذا نباشد، اين طور که کنيم فرض

،F,G ∈ A هر براي

π
(A⊗̂A)∗∗

◦ ρ(F ⊗G) = K
A⊗̂A

(F ⊗G). (٢. ٢٣)

مي دهيم قرار اينک

m = ρ(a١ ⊗ a٢) ∈ (A⊗̂A)∗∗⊗̂(A⊗̂A)∗∗, (a١, a٢ ∈ A). (٢۴ .٢)

داريم F,G ∈ A هر براي ،[٧. ١ لم ،۶] طبق است. A⊗̂A براي مجازي قطر (Φ⊗Ψ)(m) مي دهيم نشان

(F ⊗G) · Φ⊗Ψ(m) = Φ⊗Ψ((F ⊗G)m)

= Φ⊗Ψ((F ⊗G) · ρ(a١ ⊗ a٢))
= Φ⊗Ψ(ρ((F ⊗G)(a١ ⊗ a٢)))
= Φ⊗Ψ(ρ((a١ ⊗ a٢)(F ⊗G)))

= Φ⊗Ψ(ρ(a١ ⊗ a٢) · (F ⊗G))

= Φ⊗Ψ(m) · (F ⊗G). (٢۵ .٢)

داريم ،[٧. ١ لم ،۶] و (٢۴ .٢) رابطه به بنا دوباره همچنين،

π∗∗
A⊗̂A

(Φ⊗Ψ(m)) (F ⊗G) = π∗∗
A⊗̂A

((Φ⊗Ψ) ◦ ρ(a١ ⊗ a٢)) (F ⊗G)

= π
(A⊗̂A)

∗∗ ◦ ρ(a١ ⊗ a٢)(F ⊗G)

= K
A⊗̂A

(a١ ⊗ a٢)(F ⊗G)

= K
A⊗̂A

(F ⊗G). (٢۶ .٢)
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A⊗̂A جانسون، قضيه اساس بر است. A⊗̂A براي مجازي قطر يک ،Φ⊗Ψ(m) که مي شود نتيجه ،(٢۶ .٢) و (٢۵ .٢) روابط به بنا
مي کنيم تعريف زير صورت به m,n, p, r ∈ N هر براي N⊗̂N روي را • ماکسيمم عمل اينک است. ميانگين پذير باناخ جبر يک

(m,n) • (r, p) =
{

(m,n); m+ n > r + p
(r, p); m+ n < r + p,

عناصر مجموعه نتيجه در باشد. داشته مولفه ها ساير از بزرگتر مولفه ي يک حداقل که است بزرگتر مرتبي زوج آن گاه ،m+n = r+p اگر و
،A⊗̂A باناخ جبر اينرو از است. تناقض يک اين و باشد متناهي مجموعه اي بايد ،E

Nmax⊗̂Nmax
= E

N⊗̂N
يعني N⊗̂N خودتوان

مي شود. ثابت اول ادعاي لذا و نيست دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗

است. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ -φ⊗ φ ،A⊗̂A آن گاه ،φ ∈ ∆(A) اگر دوم: ادعاي
،F,G ∈ l١(Nmax) هر براي آن در که ،∆(A⊗̂A) = {φn ⊗ φn : n ∈ N} ∪ {φ∞ ⊗ φ∞} مي دانيم

φn ⊗ φn(F ⊗G) =
n∑

i,j=١

(F ⊗G)(i⊗ j), φ∞ ⊗ φ∞(F ⊗G) =
∞∑

i,j=١

(F ⊗G)(i⊗ j).

مي کنيم تعريف زير صورت به را ،ρn : A⊗̂A → (A⊗̂A)∗∗⊗̂(A⊗̂A)∗∗ نگاشت اينک

ρn(F ⊗G) := (F ⊗G)m ⊗ m, (٢. ٢٧)

آن در که
m = K

A⊗̂A
(an+١ − an), (an+١, an ∈ A⊗̂A).

،F,G ∈ A = l١(Nmax) هر براي که آنجا از

(F ⊗G)m = φn ⊗ φn(F ⊗G)m, (٢. ٢٨)

داريم ،(٢. ٢٨) و (٢. ٢٧) روابط کمک به بنابراين

ρn ((F ⊗G).(F ′ ⊗G′)) = ρn(FF
′ ⊗GG′)

= (FF ′ ⊗GG′)m ⊗ m
= φn ⊗ φn(FF

′ ⊗GG′)m ⊗ m. (٢. ٢٩)

داشت خواهيم ،(٢. ٢٨) و (٢. ٢٧) روابط کمک به دوباره طرفي از

(F ⊗G) · ρn(F ′ ⊗G′) = (F ⊗G).(F ′ ⊗G′)m ⊗ m
= (FF ′ ⊗GG′)m ⊗ m
= φn ⊗ φn(FF

′ ⊗GG′)m ⊗ m. (٢. ٣٠)

داريم (٢. ٢٨) رابطه به بنا اينک است. دومدولي -A⊗̂A پيوسته همريختي يک ρn ،(٢. ٣٠) و (٢. ٢٩) روابط بر بنا لذا

˜φn ⊗ φn ◦ π(A⊗̂A)∗∗
◦ ρn(F ⊗G) = ˜φn ⊗ φn ◦ π(A⊗̂A)∗∗

((F ⊗G)m ⊗ m)

= ˜φn ⊗ φn ((F ⊗G)mm)

= φn ⊗ φn(F ⊗G) ˜φn ⊗ φn(m)

= φn ⊗ φn(F ⊗G).

مي دهيم قرار اکنون است. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ -φn ⊗ φn باناخ جبر يک ،A⊗̂A بنابراين

M := w∗ − lim
n→∞

K
A⊗̂A

(an ⊗ an′) ∈ (A⊗̂A)∗∗.
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نگاشت که مي شود ديده سادگي به قبل، مشابه لذا (F ⊗G)M =M(F ⊗G) = φ∞ ⊗ φ∞(F ⊗G)M که آنجا از

ρ : A⊗̂A → (A⊗̂A)∗∗⊗̂(A⊗̂A)∗∗,

داريم و است دومدولي -A⊗̂A پيوسته همريختي يک ρ(F ⊗G) = (F ⊗G)M ⊗M ضابطه با

˜φ∞ ⊗ φ∞ ◦ π
(A⊗̂A)∗∗

◦ ρ(F ⊗G) = ˜φ∞ ⊗ φ∞((F ⊗G)M ٢)

= φ∞ ⊗ φ∞(F ⊗G).

مجموع، در مي شود. ثابت نيز دوم ادعاي لذا و است دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ -φ∞ ⊗ φ∞ باناخ جبر يک ،A⊗̂A که مي گيريم نتيجه
نيست. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ که حالي در است دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ -φ⊗ φ باناخ جبر يک ،A⊗̂A که مي شود نتيجه

اثبات باناخ جبر دو هر براي کراندار تقريبي هماني شرط حذف و باناخ جبرهاي از يکي روي ضعيف تري شرط با را ۶ .٢ قضيه ادامه، در
مي کنيم.

دوتصوير -B∗∗ ،B و دوتصوير -A∗∗ -φ ،A کنيد فرض .φ ∈ ∆(A) و باناخ جبرهاي A⊗̂B و B ،A کنيد فرض .٢. ٢١ نتيجه
است. دوتصوير -(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B در اين صورت باشند.

براي که به طوري دارد وجود ρB : B → B∗∗⊗̂B∗∗ دومدولي -B پيوسته همريختي لذا است دوتصوير -B∗∗ ،B که آنجا از اثبات.
،b, b′ ∈ B هر

ρB(b · b′) = ρB(b) · b′ = b.ρB(b
′), πB∗∗ ◦ ρB(b) = KB(b). (٢. ٣١)

،b ∈ B هر به ازاي لذا باشد. B∗∗ روي ψ ∈ ∆(B) توسيع ψ̃ کنيد فرض

ψ(b) = ψ̃ ◦ KB(b) = ψ̃ ◦ πB∗∗ ◦ ρB(b). (٢. ٣٢)

دومدولي -A پيوسته همريختي لذا است دوتصوير -A∗∗ -φ ،A که آنجا از است. دوتصوير -B∗∗ -ψ ،B که مي گيريم نتيجه
،a ∈ A هر به ازاي که به طوري دارد وجود ρA : A → A∗∗⊗̂A∗∗

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρA(a) = φ(a).

قضيه مشابه لذا .φ⊗ψ(a⊗ b) = φ(a)ψ(b) مي دهيم نشان ابتدا باشند. ٢. ١٨ قضيه اساس بر ρB و ρA ضابطه هاي کنيم فرض
A∗∗ باناخ جبرهاي روي □ اول نوع آرنز ضرب گرفتن نظر در با و قضيه فرضيات طبق .N ∈ B∗∗ و M ∈ A∗∗ کنيد فرض ،٢. ١٨

داريم B∗∗ و

φ⊗ ψ(a⊗ b) =
(
(φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρA)⊗ (ψ̃ ◦ πB∗∗ ◦ ρB)

)
(a⊗ b)

= (φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρA)(a)(ψ̃ ◦ πB∗∗ ◦ ρB)(b)

= (φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρA(a))(ψ̃ ◦ πB∗∗ ◦ ρB(b))

= (φ̃ ◦ πA∗∗ (aM ⊗M))(ψ̃ ◦ πB∗∗ (bN ⊗N))

= (φ̃(aM□M))(ψ̃(bN□N))

= φ(a)ψ(b). (٢. ٣٣)

همريختي يک ρ
A⊗̂B

مي کنيم ادعا شدند. برده به کار ٢. ١٨ قضيه در که باشند همان هايي Φ⊗Ψ و η ،π
(A⊗̂B)∗∗

،ρ
A⊗̂B

کنيد فرض
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مي آوريم بدست است. دومدولي -A⊗̂B پيوسته

ρ
A⊗̂B

((a⊗ b) · (c⊗ d)) = η ◦ (Φ⊗Ψ) ◦ (ρA ⊗ ρB)(ac⊗ bd)

= η ◦ (Φ⊗Ψ)(ρA(ac)⊗ ρB(bd))

= η ◦ (Φ⊗Ψ)(ρA(a) · c⊗ ρB(b).d)

= η ◦ (Φ⊗Ψ) ((aM ⊗M) · c⊗ (bN ⊗N) · d) ; (M ∈ A∗∗, N ∈ B∗∗)

= η ◦ (Φ⊗Ψ) ((aM ⊗Mc)⊗ (bN ⊗Nd))

= η (Φ(aM ⊗Mc)⊗Ψ(bN ⊗Nd))

= η ((a⊗ c)MM ⊗ (b⊗ d)NN)

= ((a⊗ b)MN)⊗ ((c⊗ d)MN)

= ρ
A⊗̂B

(a⊗ b) · (c⊗ d). (٣۴ .٢)

طرفي از و

π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(a⊗ b)

= K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (πA∗∗ ⊗ πB∗∗ ) ◦

I︷ ︸︸ ︷
η−١ ◦ η ◦(Φ⊗Ψ) ◦

ρA (a)⊗ρB (b)︷ ︸︸ ︷
(ρA ⊗ ρB)(a⊗ b)

= K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (πA∗∗ ⊗ πB∗∗ ) ◦ (Φ⊗Ψ) ((aM ⊗M)⊗ (bN ⊗N))

= K
A⊗̂B

◦ (K−١
A

⊗K−١
B
) ◦ (πA∗∗ ⊗ πB∗∗ ) ◦ (Φ(aM ⊗M)⊗Ψ(bN ⊗N))

= K
A⊗̂B

◦
(
K−١

A
⊗K−١

B

(
πA∗∗ ⊗ πB∗∗ (aMM ⊗ bNN)

))
= K

A⊗̂B
◦

(a⊗b)︷ ︸︸ ︷
(K−١

A
⊗K−١

B
)(aM□M ⊗ bN□N)

= K
A⊗̂B

(a⊗ b). (٣۵ .٢)

دوتصويراست. -(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B ،(٣۵ .٢) و (٣۴ .٢) روابط بر بنا

بررسي A براي جابجايي خاصيت گرفتن نظر در با را A باناخ جبر ميانگين پذيري -φ و دوتصويري -A∗∗ -φ بين ارتباط زير قضيه در
کنيم. مي

ميانگين پذير -φ ،A اين صورت در باشد. دوتصوير -A∗∗ -φ ،A و φ ∈ ∆(A) جابجايي، باناخ جبر يک A کنيد فرض .٢. ٢٢ قضيه
است. چپ(راست)

داريم a ∈ A هر به ازاي لذا است جابجايي A چون .φ(mα) = ١ که مي کنيم انتخاب طوري را (mα) ⊆ A کراندار تور اثبات.
لذا است دوتصوير -A∗∗ -φ ،A که آنجا از باشد. A∗∗ روي φ توسيع ،φ̃ ∈ ∆(A∗∗) کنيم فرض .amα − mαa → ٠

،a ∈ A هر به ازاي که به طوري است موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولي -A پيوسته همريختي

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

با A∗∗⊗̂A∗∗ که کنيم فرض است. A∗∗⊗̂A∗∗ در کراندار تور يک (Ωα) لذا .ρ(mα) = Ωα ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ مي دهيم قرار
باشد باناخ دومدول -A يک زير مدولي اعمال

a · (G⊗H) = a ·G⊗H, (G⊗H) · a = G⊗H□a; (a ∈ A, G,H ∈ A∗∗). (٣۶ .٢)

داريم a ∈ A هر براي و

a · Ωα − Ωα · a = a · ρ(mα)− ρ(mα) · a
= ρ(a ·mα)− ρ(mα · a)
→ ٠. (٢. ٣٧)
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همچنين،

φ̃ ◦ πA∗∗ (Ωα) = φ(mα) → ١. (٢. ٣٨)

مي گيريم نظر در زير ضابطه با F,G ∈ A∗∗ هر براي را Θ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ نگاشت

Θ(F ⊗G) = φ̃(G)F. (٢. ٣٩)

مي کند صدق زير شرايط در ،υ = G⊗H ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a ∈ A هر براي که است کراندار خطي عملگر يک Θ که است واضح
.Θ(a · υ) = a ·Θ(υ) الف)

داريم ،(٢. ٣٩) و (٣۶ .٢) روابط بر بنا ،υ = G⊗H که G,H ∈ A∗∗ هر براي

Θ(a · υ) = Θ(a · (G⊗H))

= Θ(a ·G⊗H)

= φ̃(H)a ·G
= a · φ̃(H)G

= a ·Θ(G⊗H)

= a ·Θ(υ).

.Θ(υ · a) = φ̃(a)Θ(υ) ب)
مي دهيم قرار .H,G ∈ A∗∗ و a ∈ A کنيد فرض

φ̃ : A∗∗ → C; φ̃(H□G) = φ̃(H)φ̃(G).

داريم C جابجايي و ٢. ١ ملاحظه ،(٢. ٣٩) ،(٣۶ .٢) روابط بر بنا ،υ = G⊗H که G,H ∈ A∗∗ هر براي آن گاه

Θ(υ · a) = Θ((G⊗H) · a)
= Θ(G⊗H□a)
= φ̃(H□a)G
= φ̃(H)φ̃(a)G

= φ̃(a)φ̃(H)G

= φ̃(a)Θ(G⊗H)

= φ̃(a)Θ(υ).

.φ̃ ◦Θ(υ) = φ̃ ◦ πA∗∗ (υ) ج)
داريم ٢. ٢ تعريف و ٢. ١ ملاحظه ،(٢. ٣٩) روابط بر بنا ،υ = G⊗H که G,H ∈ A∗∗ و a ∈ A هر براي

φ̃ ◦Θ(υ) = φ̃ ◦Θ(G⊗H)

= φ̃(φ̃(H)G)

= φ̃(H)φ̃(G)

= φ̃(H□G)
= φ̃(πA∗∗ (G⊗H))

= φ̃ ◦ πA∗∗ (υ).

قسمت ،(٢. ٣٨) ،(٢. ٣٧) روابط بر بنا که است کراندار تور يک (nα) ⊆ A∗∗ اين صورت در .nα = Θ(Ωα) ∈ A∗∗ مي دهيم قرار
داريم a ∈ A براي (ب)، قسمت و (الف)

a.nα − φ̃(a)nα = a ·Θ(Ωα)− φ̃(a)Θ(Ωα)

= Θ(a · Ωα)−Θ(Ωα · a)
= Θ(a · Ωα − Ωα · a) → ٠.
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همچنين و
φ̃(nα) = φ̃ ◦Θ(Ωα) = φ̃ ◦ πA∗∗ (Ωα) → ١.

کند صدق زير روابط در a ∈ A هر ازاي به که شود يافت A در (nγ ) مانند کراندار تور يک که است کافي اثبات تکميل براي

a · nγ − φ(a)nγ → ٠, φ(nγ ) → ١.

-φ مشابه به طور است. چپ ميانگين پذير -φ ،A که مي گيريم نتيجه لذا و مي شود يافت گلداشتاين قضيه و مازور لم کمک به نظر مورد تور
مي شود. نتيجه نيز A راست ميانگين پذيري

تقريبي هماني با جابجايي و دوتصوير -A∗∗ -φ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باناخ جبرهاي A⊗̂A و A کنيد فرض .٢. ٢٣ نتيجه
است. (راست) چپ ميانگين پذير -φ⊗ φ ،A⊗̂A آنگاه باشد، چپ(راست)

ضرب با را A⊗̂A باناخ جبر اثبات.

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, b, c, d ∈ A), (۴٢. ٠)

لذا است جابجايي باناخ جبر يک A که آنجا از مي گيريم. نظر در

(a⊗ b) · (c⊗ d) = ac⊗ bd = ca⊗ db = (c⊗ d) · (a⊗ b), (a, b, c, d ∈ A).

،[Bتمرين۶. ١،قسمت ،١۶] اساس بر نتيجه در Aباشد، هماني(تقريبي) eA کنيد فرض بود. خواهد جابجايي باناخ جبر يک A⊗̂Aنيز نتيجه در
،A⊗̂A ،٢. ١٨ نتيجه بر بنا لذا است، دوتصوير -A∗∗ -φ ،A که آنجا از بود. خواهد A⊗̂A براي هماني(تقريبي) يک eA ⊗ eA

بود. خواهد (راست) چپ ميانگين پذير -φ⊗ φ ،A⊗̂A ،٢. ٢٢ قضيه بر بنا اينک است. دوتصوير -(A⊗̂A)∗∗ -φ⊗ φ

نتيجه گيري ٣

برخي با مي رسند، ارث به A⊗̂B تصويري تانسوري حاصل ضرب به B و A باناخ جبرهاي از که را خواصي از برخي ارتباط مقاله، اين در
دوگان بين مقايسه اي درواقع، گرفت. قرار بررسي مورد A⊗̂B چپ(راست) ميانگين پذيري -φ ⊗ ψ مانند مربوطه همانستگي مفاهيم از
رضايت بخش مثال هاي که گرفت صورت باناخ جبر آن دوم-دوتصويري دوگان -φ⊗ψ آن، ضعيف تر نسخه و باناخ جبر يک دوم-دوتصويري
هماني و جابجايي مانند خواصي به مجهز باناخ جبرهاي بکارگيري همچنين، مي دهد. نشان را کار اهميت آمده، بدست نتايج از حاصل شده

گرديد. منجر راستا اين در جالبي نتايج به کراندار تقريبي

قدرداني و تشکر ۴
جهت به ولايت دانشگاه از را خود صميمانه سپاس و قدرداني مراتب نويسنده است. شده انجام ولايت دانشگاه مالي حمايت با پژوهش اين
٩۶ کد با که تحقيق اين انجام براي لازم زمينه هاي ساختن فراهم و اساتيد پژوهشي(گرنت) ويژه اعتبار قالب در نياز مورد مالي منابع تأمين

مي دارد. اعلام است، شده ثبت
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١۶٣ تصويري تانسوري باناخ جبرهاي دوم-دوتصويري دوگان

The second dual-biprojective of projective tensor Banach algebras
and their relation with the notions of related cohomology
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Abstract: LetA andB beA∗∗-biprojection (φ-A∗∗-biprojection) andB∗∗- biprojection (ψ-B∗∗-biprojection)
Banach algebras, respectively in which, φ and ψ are non-zero multiplication linear functionals onA and
B, respectively. In this paper, we investigate the relation of properties which are heriditaried fromA and
B Banach algebras to the projective tensor product ofA⊗̂B with the related cohomology notions such left
(right) φ ⊗ ψ-amenability ofA⊗̂B. In particular, we investigate the heriditary properties of (A⊗̂B)∗∗-
biprojective and φ⊗ ψ-(A⊗̂B)∗∗-biprojective of Banach algebraA⊗̂B and we present some examples
in this direction.

Keywords: φ⊗ ψ- (A⊗̂B)∗∗-Biprojection, Banach algebras, Left φ⊗ ψ-amenability, Bounded
approximate identity, Projective tensor product.
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