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میانگین جفت تکرارهای دنباله یکنواخت همگرایی و ميانگين  نوع از نگاشت های برای پايا ميانگين های

تمیمی۱,* ابراهیم

e.tamimi@velayat.ac.ir ایرانشهر، ولایت، دانشگاه ۱استادیار

کلاسيک ميانگين های توسط شده توليد ميانگين نوع از نگاشت های برای پايا ميانگين های صريح اشکال مقاله، اين در چکیده.
از نگاشت های به مربوط نتايج می گیرد. قرار مطالعه و بررسی مورد آن ها طبيعی تعميم های و هارمونيک و هندسی حسابی،
تکرارهای از دنباله یک یکنواخت طور به همگرایی این، بر علاوه است. شده بررسی نیز تکرارها رفتار تحليل و ميانگين نوع
نوع از نگاشت های ارتباط همچنین، است. شده مطالعه حقیفی اعداد از فشرده زیرمجموعه های بر مفروض میانگین های جفت

است. گرفته قرار توجه مورد تابعی معادلات حل و ديناميکی سيستم های با ميانگين
. پايا ميانگين های همگرایی، هارمونيک، ميانگين هندسی، ميانگين حسابی، ميانگين کلیدی: واژه های

.26E60, 39B12 :[۲۰۱۰] موضوعی طبقه بندی

مقدمه .۱
محاسباتی علوم و رياضی تحليل هندسه، در گسترده ای کاربردهای رياضيات، در بنيادی مفاهيم از يکی عنوان به ميانگين ها
هندسی، ميانگين مانند ميانگين ها، از مختلفی انواع اما می شود، تعبير حسابی ميانگين به ميانگين واژه معمول، طور به دارند.
فضاهايی برای حسابی ميانگين دارند. را خود خاص کاربردهای و ويژگی ها يک هر که دارند وجود نيز ... و هارمونيک ميانگين
ويژگی اين است. مناسب تر نااقليدسی هندسه با فضاهايی برای هندسی ميانگين که حالی در است، مناسب اقليدسی هندسه با
که گفت می توان ديگر، عبارت به دارند، می شوند استفاده آن در که هندسه ای نوع با نزديکی رابطه ميانگين ها که می دهد نشان

از: عبارتند متداول ميانگين های از نمونه هايی است. ارتباط در خود خاص هندسه با ميانگين هر

،A(x, y) =
x+ y

۲
حسابی) (ميانگين الف)

،G(x, y) = √
xy هندسی) (ميانگين ب)

.H(x, y) =
۲

x−۱ + y−۱ هارمونيک) (ميانگين ج)

است: برقرار زير نامساوی فوق، ميانگين های برای

H ≤ G ≤ A

نشان ،[۳ ،۲] مقالات ويژه به گذشته، تحقيقات دارد. محدب توابع و ها نامساوی نظريه با نزديکی ارتباط ميانگين ها نظريه
حال، اين با است. فرد منحصربه پايای ميانگين يک دارای کلی، شرايط فرض با ميانگين، نوع از نگاشت هر که داده اند
و ارگوديک نظريه در پيشرفته روش های نيازمند که است نابديهی و پيچيده مسئله ای پايا ميانگين های اين صريح شکل يافتن
نوع از نگاشت های در تکرارها رفتار و ثابت نقاط با پايا ميانگين های ارتباط اين، بر علاوه باشد. می محاسباتی رياضيات
نوع از نگاشت هر که دهند می نشان ،[۵–۳] مانند مرتبط، مقالات است. تحقيقاتی جذاب و مهم های زمينه از يکی ميانگين
می شوند. همگرا مشخص پايای ميانگين يک به آن تکراری دنباله های و دارد ثابت نقطه يک معين، شرايط تحت ميانگين،
نقش سيستم ها، ديناميک تحليل مانند کاربردی، مسائل در بلکه است، جذاب تئوری نظر از تنها نه همگرايی رفتار اين بررسی

کند. می ايفا حياتی
توسط شده توليد ميانگين، نوع از های نگاشت برای پايا ميانگين های صريح اشکال يافتن بر ما اصلی تمرکز مقاله، اين در
نوع از نگاشت های به مربوط نتايج است. آن ها طبيعی تعميم های و هارمونيک و هندسی حسابی، کلاسيک ميانگين های

دهنده *ارائه



اين تکرارهای رفتار همچنين، می کنیم. بررسی را تکرارها رفتار تحليل و پايا ميانگين های صريح اشکال بررسی ميانگين،
است. گرفته قرار توجه مورد تابعی معادلات حل و ديناميکی سيستم های با ها آن ارتباط و شده بررسی نگاشت ها،

اصلی نتایج .۲

می شوند. محسوب سيستم ها ديناميک و داده ها تحليل در کليدی ابزارهای از و دارند اساسی نقش رياضيات در ميانگين ها
واقع، در شد. خواهند بررسی پايايی و تقارن مانند ها ميانگين مهم خواص و ميانگين نوع از نگاشت ميانگين، بخش، اين در
می کنیم بررسی را تکرارها رفتار تحليل و پايا ميانگين های صريح اشکال بررسی ميانگين، نوع از نگاشت های به مربوط نتايج

می دهیم. قرار توجه مورد تابعی معادلات حل و ديناميکی سيستم های با ها آن ارتباط و

M : Ik → R تابع صورت اين در .k ≥ ۲ که به طوری k ∈ N و باشد بازه يک I ⊆ R کنيم فرض [۱] .۱ .۲ تعریف
،x۱, x۲, · · · , xk ∈ I ازای به هرگاه گوييم، I در متغيره −k ميانگين را

min{x۱, x۲, · · · , xk} ≤ M(x۱, x۲, · · · , xk) ≤ max{x۱, x۲, · · · , xk}.
باشد. اکيد فوق نامساوی های (x۱, x۲, · · · , xk) ∈ IK غيرثابت دنباله های تمام برای هرگاه گوييم، اکيد را M ميانگين

است. شده بیان دومتغیره میانگین های از نمونه سه زیر در .۲ .۲ مثال
،A(x, y) =

x+ y

۲
حسابی) (ميانگين الف)

،G(x, y) = √
xy هندسی) (ميانگين ب)

.x, y > ۰ آن در که H(x, y) =
۲

x−۱ + y−۱ هارمونيک) (ميانگين ج)

می دهیم. قرار بررسی مورد متغیر k با مذکور میانگین های برای را مطالب ادامه در

نشان P (n, r) با را متمايز شی n از تايی r جايگشت های باشد. می n! با برابر متمايز شی n جايگشت های .۳ .۲ تعریف
داريم: و می دهيم

n! = n× (n− ۱)× (n− ۲)× · · · × ۲ × ۱,

P (n, r) =
n!

(n− r)!
.

x۱, x۲, · · · , xk ∈ هر و {۱, ۲, · · · , k} مجموعه از σ جايگشت هر برای هرگاه گوييم، متقارن Mرا ميانگين .۴ .۲ تعریف
،I

M(xσ(۱), xσ(۲), · · · , xσ(k)) = M(x۱, x۲, · · · , xk).

هرگاه گوييم، همگن را I = (۰,∞)k در M متغيره −k ميانگين صورت اين در I = (۰,∞) کنيم فرض .۵ .۲ تعریف

M(tx۱, tx۲, · · · , txk) = tM(x۱, x۲, · · · , xk), t, x۱, x۲, · · · , xk > ۰.

.M
k︷ ︸︸ ︷

(x, x, · · · , x) = x ،x ∈ I هر برای هرگاه گوییم انعکاسی(بازتابی) را M : Ik → R میانگین .۶ .۲ ملاحظه
است. I در (اکید) میانگین یک M گاه آن باشد، صعودی اکید) طور (به و انعکاسی M تابع اگر

نگاشت صورت اين در باشند. متغيره −k ميانگين های M۱,M۲, · · · ,Mk : Ik → I کنيم فرض .۷ .۲ تعریف
می گوييم. ميانگين نوع از نگاشت ،M = (M۱,M۲, · · · ,Mk) که را M : Ik → Ik

اين در .M = (M۱,M۲, · · · ,Mk) که باشد ميانگين نوع از نگاشت M : Ik → Ik کنيم فرض [۱] .۸ .۲ تعریف
(M = (M۱,M۲, · · · ,Mk) ميانگين نوع از نگاشت به نسبت پايا (يا پايا −M را K : Ik → I ميانگين صورت

هرگاه گوييم،
K ◦ (M۱,M۲, · · · ,Mk) = K.



گاه آن باشد، پايا −M ،K اگر وضوح، به

min{M۱,M۲, · · · ,Mk} ≤ K ≤ max{M۱,M۲, · · · Mk}.

،K : Ik → Ik میانگین نوع از نگاشت اگر تنها و اگر است پایا −M ،K : Ik → I میانگین که کنیم توجه .۹ .۲ ملاحظه
.K = K ◦M تنها و اگر یعنی باشد، پایا −M نیز شود می تعریف K = (K,K, · · · ,K) با که

صورت این در باشند. I ⊆ R در اکید و پیوسته های میانگین M۱, · · · ,Mk : Ik → I کنیم فرض [۳] .۱۰ .۲ لم
دارد. وجود K : Ik → I فرد منحصربه پایای −(M۱, · · · ,Mk) میانگین یک الف)

و است پیوسته K ب)
min{M۱, · · · ,Mk} ≤ K ≤ max{M۱, · · · ,Mk}.

طور به (M۱, · · · ,Mk) میانگین نوع از نگاشت تکرارهای از ((M۱, · · · ,Mk)
n : n ∈ N) دنباله ج)

و شود می همگرا فشرده های زیرمجموعه بر یکنواخت
lim
n→∞

(M۱, · · · ,Mk)
n = (K, · · · ,K).

است. متقارن نیز K گاه آن باشند، متقارن M۱, · · · ,Mk اگر د)
است. همگن نیز K گاه آن باشند، همگن M۱, · · · ,Mk و I = (۰,∞) اگر ه)

نظر در را (A,H) میانگین نوع از نگاشت باشد. هارمونیک و حسابی میانگین ترتیب به H و A کنیم فرض .۱۱ .۲ قضیه
و اگر K ◦ (A,H) = K یعنی است، پایا −(A,H) ،K : (۰,∞)n → (۰,∞) میانگین صورت این در گیریم. می
زیرمجموعه های بر یکنواخت طور به (A,H) تکرارهای از ((A,H)n : n ∈ N) دنباله این، بر علاوه .K = G اگر تنها

و می شود همگرا (۰,∞)n فشرده
lim
n→∞

(A,H)n = (G,G).

داریم: x, y > ۰ هر برای اثبات.

G ◦ (A,H)(x۱, x۲, · · · , xn) = n

√∑n
i=۱ xi

n
× nx۱x۲...xn∑n

i=۱ xi
= n

√
x۱x۲...xn = G(x۱, x۲, · · · , xn)

لم به توجه با هستند، اکيد و پيوسته H و A ميانگين های که جا آن از است. پايا −(A,H) ،G هندسی ميانگين بنابراين
□ می شوند. حاصل آن همگرايی و G پايای ميانگين فردی منحصربه M۲ = H و M۱ = A ،k = ۲ برای ۱۰ .۲

دنباله ،x۱, x۲, · · · , xn ≥ ۰ برای ،۱۱ .۲ قضیه فرضیات به توجه با .۱۲ .۲ لم

((A,H)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N)
می شود. همگرا G(x۱, x۲, · · · , xn) = n

√
x۱x۲ · · ·xn به سرعت به

داریم xi > ۰ و ،i = ۱, ۲, · · · , n ازای به کنیم فرض اثبات.

A(x۱, x۲, · · · , xn)−H(x۱, x۲, · · · , xn) =
∑n

i=۱ xi

n
− ۲∑n

i=۱ xi
−۱ .(۱)

،n ∈ N هر برای همچنین
H ◦ ((A,H)n) ≤ G ≤ A ◦ ((A,H)n)(۲)

به سرعت به ((A,H)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N) دنباله که می دهند نشان (۲) و (۱) روابط است. برقرار
□ می شود. همگرا G = n

√
x۱x۲ · · ·xn

است: معادل زیر فیثاغورثی تناسب با G ◦ (A,H) = G پایای تساوی .۱۳ .۲ ملاحظه
A
G

=
G
H



دنباله ،x۱, x۲, · · · , xn ≥ ۰ برای ۱۲ .۲ لم و ۱۱ .۲ قضیه فرضیات به توجه با .۱۴ .۲ نتیجه

((A,G)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N)

بود. خواهد همگرا (KA,G(x۱, x۲, · · · , xn),KA,G(x۱, x۲, · · · , xn)) به سرعت به

داریم قبلی شده گفته مطالب به توجه با اثبات.

A(x۱, x۲, · · · , xn)− G(x۱, x۲, · · · , xn) =
∑n

i=۱ xi

n
− n

√
x۱x۲ · · ·xn

های نامساوی ،n ∈ N برای و
G ◦ (A,G)n ≤ KA,G ≤ A ◦ (A,G)n

به را ((A,G)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N) دنباله سریع همگرایی ،x۱, x۲, · · · , xn > ۰ برای

(KA,G(x۱, x۲, · · · , xn),KA,G(x۱, x۲, · · · , xn))

□ می دهد. نتیجه

دنباله که می دهند نشان .x۱, x۲, · · · , xn > ۰ کنید فرض .۱۵ .۲ نتیجه

((H,G)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N)

می شود. همگرا (KH,G(x۱, x۲, · · · , xn),KH,G(x۱, x۲, · · · , xn)) به سرعت به

داریم ،۱۲ .۲ لم اثبات مشابه اثبات.

G(x۱, x۲, · · · , xn)−H(x۱, x۲, · · · , xn) = n
√
x۱x۲ · · ·xn − nx۱x۲ · · ·xn∑n

i=۱ xi

=
n
√
x۱x۲ · · ·xn

∑n
i=۱ xi − nx۱x۲ · · ·xn∑n
i=۱ xi

نامساوی های n ∈ N برای و

H ◦ ((H,G)n) ≤ KH,G ≤ G ◦ ((H,G)n),

دنباله که می دهند نشان ،x۱, x۲, · · · , xn > ۰ برای

((H,G)n(x۱, x۲, · · · , xn) : n ∈ N)

□ می شود. همگرا (KH,G(x۱, x۲, · · · , xn),KH,G(x۱, x۲, · · · , xn)) به سرعت به

آيد. می بدست اخیر نتایج و ۱۰ .۲ لم از زیر نتيجه اینک،

( K = KH,G = KG,H (با مشابه نتیجه ای G و H میانگین های تقارن و ۱۰ .۲ لم (د) بند به توجه با .۱۶ .۲ نتیجه
است. برقرار نیز (G,H) میانگین نوع از نگاشت برای

می پردازیم. مهم، قضیه ای قالب در تابعی معادلات حل در میانگین نوع از نگاشت های نقش به مقاله از قسمت این در

داده تابع آنگاه باشد. پيوسته {(x, x) : x > ۰} قطر از نقطه هر در F : (۰,∞)n → R تابع کنید فرض .۱۷ .۲ قضیه
می کند: صدق زیر تابعی معادله در شده

F (x۱, x۲, · · · , xn) = F (

∑n
i=۱ xi

n
,
nxix۲ · · ·xn∑n

i=۱ xi
), (xi > ۰)(۳)

که طوری به باشد داشته وجود f : (۰,∞) → R متغیره تک پیوسته تابع یک اگر تنها و اگر

F (x۱, x۲, · · · , xn) = f( n
√
xix۲ · · ·xn); (xi > ۰).



استقرای با .F = F ◦ (A,H) يعنی کند. صدق (۳) معادله در و باشد پيوسته قطر از نقطه هر در F کنيم فرض اثبات.
(A,H) ام −n تکرار (A,H)n از منظور که .F = F ◦ ((A,H)n) ،n ∈ N هر برای که گيريم می نتيجه رياضی،

داريم: xi > ۰ هر برای قطر، روی F پيوستگی و ۱۱ .۲ قضيه به توجه با است.

F (x۱, x۲, · · · , xn) = lim
n→∞

F ◦ ((A,H)n(x۱, x۲, · · · , xn))

= F (G(x۱, x۲, · · · , xn),G(x۱, x۲, · · · , xn))
= F ( n

√
x۱x۲ · · ·xn, n

√
x۱x۲ · · ·xn)

= f( n
√
x۱x۲ · · ·xn)

□ است. ساده موضوع عکس .f(t) = F (t, t, · · · , t) ،t > ۰ برای آن در که

که معادلاتی ويژه به تابعی، معادلات مختلف انواع حل در ميانگين نوع از های نگاشت که دهد می نشان ،۱۷ .۲ قضیه
دارند. اساسی نقش آيند، می وجود به آن کاربردهای و رياضی تحليل در

نتیجه گیری .۳

تکرارها رفتار تحليل و پايا ميانگين های صريح اشکال ميانگين، نوع از نگاشت های به مربوط نتايج مقاله این در
گردید. مطالعه تابعی معادلات حل و ديناميکی سيستم های با ها آن ارتباط همچنین، گرفت. قرار بررسی مورد
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