
باناخ جبرهای دوتصویری −A∗∗ −ϕ و دوتصویری −A∗∗ ͳموروث خواص

۱ ͳتمیم ابراهیم

ولایت دانشΎاه پایه، علوم دانش΋ده ،ͳریاض ۱گروه

چ΋یده

مͳ کنیم. ͳبررس را مͳ شود منتقل آنها تصویری تانسوری حاصل ضرب به که باناخ جبرهای دوتصویری −A∗∗ ͳموروث خواص مقاله، این در
بدست نتایج تایید برای مثالهایی و مͳ کنیم مطالعه را آنها ͳداخل میانگین پذیری −φ و چپ(راست) میانگین پذیری −φ ͳموروث خواص همچنین،

مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد نامبرده زمینه در دیΎری ͳموروث نتایج ادامه، در مͳ دهیم. ارایه آمده،

تصویری تانسوری ضرب چپ، میانگین پذیری ،ͳداخل میانگین پذیری میانگین پذیر، −φ⊗ψ دوتصویر، −(A⊗̂B)∗∗−φ⊗ψ کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

در که شد آغاز ۱۹۲۹ سال در نویمان فون ج. توسط گسسته) گروەهاي (براي میانگین پذیري مفهوم
باشد. موجود چپ پایاي ͳجمع احتمال اندازة Έی هرگاه است میانگین پذیر گسسته گروه Έی آن،
کرد. ͳمعرف ͳموضع فشرده گروەهای تمام براي ͳرسم طور به را مفهوم این دي م. م. آن از پس
آن از و شد داده توسیع باناخ جبرهاي براي ۱۹۷۲ سال در جانسون ا. ب. توسط مفهوم این بعدها
و ͳقهرمان ۲۰۰۶ سال در .[۸] گرفت قرار توجه مورد جالب، ͳتحقیقات موضوع Έی عنوان به پس
به مربوط نتایج از بسیاري توانستند و کردند ͳمعرف را تقریبی میانگین پذیري ضعیف تر مفهوم هم΋اران
جبرهاي میانگین پذیري −ϕ مفهوم پیم و لائو کانیوث، ۲۰۰۸ سال در دهند. تعمیم را میانگین پذیري
قبلا̈ که جبرها −F چپ میانگین پذیري تعریف از الهام با تعریف این که [۱۱] کردند ͳمعرف را باناخ
ثابت و گرفت قرار بسیاري توجه مورد مفهوم این گرفت. ش΋ل بود، شده انجام [۱۲] لائو توسط
−ϕ مفهوم دارد. kerϕ براي کران دار تقریبی ی΋ۀ وجود با ͳ΋نزدی رابطۀ میانگین پذیري −ϕ که شد
مفهوم این دیΎر نسخەهای اخیرا، شد. ͳمعرف [۱۳] در مستقل بەطور و [۱۰] در پذیري میانگین
باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض .[۱۱ ،۱۲] گرفت قرار ͳبررس مورد نیز غفاری و ͳتمیم توسط
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Έی داراي A هرگاه مͳ نامیم چپ میانگین پذیر −ϕ را A ،ϕ ∈ A∗ ضربی ͳخط تابعک Έی براي
براي که باشد داشته وجود A∗ روي m کران دار ͳخط تابعک Έی ،ͳیعن باشد. چپ میانگین −ϕ
جبرهاي کند. صدق m(f.a) = ϕ(a)m(f) و m(ϕ) = ۱ شرط در ،f ∈ A∗ و a ∈ A هر
دار، کران تقریبی ی΋ۀ داراي باناخ جبرهاي و میانگین پذیر مشخصه باناخ جبرهاي جابجایی، باناخ

هستند. ͳداخل میانگین پذیر −ϕ باناخ جبرهاي از مثال هایی
از ͳ΋ی عنوان به اکنون به تا که کرد تعریف را دوتصویر باناخ جبرهاي ۱۹۸۰ دهه در ͳ΋هلمس
،a, b ∈ A هر ازای به کنید فرض .[۳] مͳ شود شناخته باناخ جبرهاي ͳهمانستگ در مهم ابزارهاي
،A باناخ جبر صورت این در .πA(a⊗ b) = ab ͳیعن باشد ضربی نگاشت Έی πA : A⊗̂A → A
باشد داشته وجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته ͳدومدول −A ͳهمریخت هرگاه مͳ شود نامیده دوتصویر
بودند مفهوم این از ضعیف تر یا قوي تر که دیΎري مفاهیم آن از پس .πA ◦ ρ = idA که طوري به
دوتصویر باناخ جبرهاي ۱۹۹۹ سال در ژانگ مثال، عنوان به گرفتند. قرار ͳبررس مورد و تعریف نیز
میانگین پذیري −ϕ تعریف از الهام با ۲۰۱۴ سال در پورعباس و ͳسهام .[۲۳] کرد ͳمعرف را تقریبی
پس .[۲۲] دادند قرار ͳبررس مورد را آن خواص و کردند ͳمعرف را دوتصویر −ϕ باناخ جبرهاي مفهوم
اندازه، جبر ،ͳگروه جبر جمله از جبرها از بسیاري براي مفهوم این روی گستردەای تحقیقات نیز آن از
Έی ϕ و باشد باناخ جبر Έی A کنید فرض گرفت. صورت لیپشیتزی جبرهاي و ͳگروه نیم جبر
هر مͳ شود نامیده دوتصویر −ϕ ،A صورت این در باشد A روی ناصفر کران دار ضربی ͳخط تابعک
.ϕ◦πA◦ρ(a) = ϕ(a) که طوري به باشد موجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته ͳمدول −A ͳهمریخت گاه
از ͳبرخ با را آنها رابطۀ و کردند ͳمعرف را دوتصویر −A∗∗ باناخ جبرهاي مفهوم [۱۹] در نویسندگان

کردند. مطالعه ͳهمانستگ مفاهیم
مͳ پردازیم. A = A⊗̂B باناخ جبر دوتصویري −A∗∗ ͳموروث خواص ͳبررس به مقاله، این در
میانگین پذیري −ϕ ⊗ ψ و ͳداخل میانگین پذیری −ϕ ⊗ ψ مفهوم با مفهوم این بین رابطۀ همچنین،
را میانگین پذیري −ϕ⊗ ψ و دوتصویري −(A⊗̂B)∗∗ بین ارتباط واق΄، در مͳ آوریم. بەدست را چپ
ͳبرخ با را آنها ارتباط و کرده ͳبررس را دوتصویر −(A⊗̂B)∗∗−ϕ⊗ψ باناخ جبرهاي مͳ کنیم. ͳبررس

مͳ آوریم. دست به ͳهمانستگ مفاهیم از دیΎر

ͳاصل نتایج ۲

X دوگان فضاي صورت این در باشد. باناخ دومدول −AΈی X و باناخ جبر Έی A کنید فرض
است: باناخ دومدول −AΈی زیر ͳمدول اعمال با X∗ ͳیعن

(a.f)(x) = f(x.a), (f.a)(x) = f(a.x); (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗).
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دومدول −A Έی A⊗̂A صورت این در باشد تصویري تانسوري حاصل ضرب فضاي A⊗̂A اگر
است: زیر ͳمدول اعمال با باناخ

a.(b⊗ c) = ab⊗ c, (a⊗ b).c = a⊗ bc; (a, b, c ∈ A).

است: باناخ دومدول −AΈی زیر ͳمدول اعمال با (A⊗̂A)∗ بنابراین

(a.f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca), (f.a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c); (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗).

تابعک Έی به گرفت. نظر در باناخ دومدول −AΈی عنوان به را (A⊗̂A)∗∗ مͳ توان مشابه بەطور
روي مشخصەهاي تمام مجموعۀ و شود ͳم گفته مشخصه Έی A باناخ جبر روي ناصفر ضربی ͳخط
و ͳطبیع نشانندەی KA : A → A∗∗ مقاله، این سرتاسر در مͳ دهیم. نمایش ∆(A) نماد با را A
جبر Έی دوم دوگان روي ضرب دو ۱۹۵۱ سال در آرنز باشد. ضربی نگاشت πA : A⊗̂A → A
ضرب توسیع ها ضرب این واق΄ در کند. باناخ جبر Έی به تبدیل را آن بتواند تا کرد تعریف باناخ
نمادهاي با ترتیب به که مͳ شود گفته دوم و اول آرنز ضرب ضرب ها این به هستند. جبر روي ͳمعمول

مͳ شوند: تعریف زیر صورت به و مͳ شوند داده نمایش ♦ و □

〈F□G, f〉 = 〈F,G.f〉, 〈F♦G, f〉 = 〈G, f.F 〉

و
〈G.f, a〉 = 〈G, f.a〉, 〈f.F, a〉 = 〈F, a.f〉

و
〈f.a, b〉 = 〈f, ab〉, 〈a.f, b〉 = 〈f, ba〉,

و باشد باناخ جبر Έی A اگر که شود دقت .a, b ∈ A و f ∈ A∗ ،F,G ∈ A∗∗ آن در که
واق΄ در مͳ دهیم. نمایش ϕ̃ با را آن که است موجود A∗∗ به ϕ از ی΋تایی توسیع آنگاه ϕ ∈ ∆(A)

.ϕ̃(F ) = F (ϕ) مͳ دهیم قرار F ∈ A∗∗ هر براي
مراجعه [۱۹] به بیشتر جزئیات براي مͳ دهیم. ارائه را دوتصویر −A∗∗ باناخ جبرهاي تعریف ابتدا

شود.

ρ : ͳدومدول −A پیوسته ͳهمریخت گاه هر گوییم دوتصویر −A∗∗ را A باناخ جبر .۱ .۲ تعريف
،a ∈ A هر ازای به طوری΋ه به باشد موجود A → A∗∗⊗̂A∗∗

πA∗∗ ◦ ρ(a) = KA(a) (۱)

است. πA∗∗(F ⊗G) = F□G ضابطۀ با ضربی عملΎر πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ آن در که

ایفا دوتصویری مبحث در عمدەای نقش میانگین پذیر باناخ جبرهای که مͳ دهند نشان زیر مثالهای
اهمیت اند. حائز بسیار نیستند دوتصویر −A∗∗ که ͳباناخ جبرهای همچنین مͳ کنند،
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نمͳ تواند A آنگاه نباشد چΎال A در A۲ اگر باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض الف) .۱ .۲ مثال
باشد. دوتصویر −A∗∗ باناخ جبر Έی

G اگر بالا مفاهیم و جانسون قضیه بر بنا باشد. ͳموضع فشرده گروه Έی G کنید فرض ب)
نمͳ باشد. دوتصویر −L۱(G)∗∗ ،L۱(G) ͳگروه جبر آنگاه نباشد میانگین پذیر

آنگاه نباشد میانگین پذیر A اگر باشد. کران دار تقریبی ی΋ۀ با باناخ جبر Έی A کنید فرض ج)
بود. نخواهد دوتصویر −A∗∗ ،A

این در نباشد شبه میانگین پذیر اما باشد کران دار تقریبی ی΋ۀ با باناخ جبر Έی A کنید فرض د)
بود. نخواهد دوتصویر −A∗∗ ،A صورت

خاصیت این بودن ͳموروث و مفروض باناخ جبر دو بودن دوتصویر خاصیت ͳبررس به زیر قضیۀ در
تحت مذکور خاصیت مͳ دهیم نشان واق΄ در مͳ پردازیم. آنها تصویری تانسوری حاصل ضرب برای

مͳ شود. منتقل باناخ جبرهای تصویری تانسوری ضرب حاصل به ،ͳشرایط

تصویر دو −B∗∗ باناخ جبر Έی B و تصویر دو −A∗∗ باناخ جبر Έی A کنید فرض .۱ .۲ قضيه
است. دوتصویر −(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B آن گاه باشد، باناخ جبر Έی A⊗̂B اگر باشند.

مͳ کنیم تعریف اثبات.

λ : A∗∗⊗̂B∗∗ → (A⊗̂B)∗∗, λ(KA(a)⊗KB(b)) = KA⊗̂B(a⊗ b)

.KA⊗KB : A⊗̂B → A∗∗⊗̂B∗∗ آن در که ،KA⊗KB(a⊗b) = KA(a)⊗KB(b) مͳ دهیم قرار و
مͳ کنیم ادعا

ρ
A⊗̂B

(:= ρA ⊗ ρB) = π−۱
(A⊗̂B)∗∗ ◦ λ ◦ (KA ⊗KB)

رابطەی در
π(A⊗̂B)∗∗ ◦ ρA⊗̂B

(a⊗ b) = KA⊗̂B(a⊗ b)

ضابطەی با ضربی عملΎر π(A⊗̂B)∗∗ : (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗ آن در که مͳ کند، صدق
است. π(A⊗̂B)∗∗(F ⊗G) = F□G

مͳ باشد. ۱ .۳ قضیه تایید جهت در زیر مثال

کنید فرض .۲ .۲ مثال

A =
{۰ a b

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 ; ۰ 6= a,۰ 6= b ∈ C
}
, B =

{۰ ۰ ۰
a′ ۰ ۰
b′ ۰ ۰

 ; ۰ 6= a′,۰ 6= b′ ∈ C
}
.
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باناخ جبر دو B و A زیر، نرمهای و ͳماتریس ͳمعمول ضرب و اس΋الر ضرب و جم΄ با صورت این در
∥∥∥هستند

۰ a b
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

∥∥∥ = |a|+ |b|, (a, b ∈ C),

∥∥∥
۰ ۰ ۰
a′ ۰ ۰
b′ ۰ ۰

∥∥∥ = |a′|+ |b′|, (a′, b′ ∈ C).

ضرب با A⊗̂B همچنین،

(α⊗ β).(γ ⊗ δ) = αγ ⊗ βδ, (α, γ ∈ A, β, δ ∈ B) (۲)

داریم است. باناخ جبر Έی

(A⊗̂B)۲ = (A⊗̂B).(A⊗̂B)

=

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

⊗
۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


6= A⊗̂B.

نمͳ باشد دوتصویر −A∗∗ ،A یا دهیم نشان اینک نمͳ باشد. دوتصویر −(A⊗̂B)∗∗ ،A⊗̂B نتیجه در
داریم منظور این برای نمͳ باشند. دوتصویر −B∗∗ ،B یا

A۲ =

۰ a b

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 .

۰ a b

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 =

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 6= A.
همچنین،

B۲ 6= B.
مͳ آید. بدست مطلوب نتیجه ،۱ .۲ مثال بر بنا

است دوتصویر −A∗∗ −ϕ ،A گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باناخ جبر Έی A کنید فرض .۲ .۲ تعريف
هر ازای به طوری΋ه به باشد موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ ͳدومدول −A پیوسته ͳهمریخت گاه هر

،a ∈ A
ϕ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = ϕ(a).

نتیجه آن از و Aمͳ باشد دوتصویری −A∗∗ از Aضعیف تر دوتصویری −A∗∗ −ϕ مفهوم وضوح به
نیست. برقرار لزوما مطلب این عکس که مͳ دهیم نشان ͳمثال ذکر با ادامه در مͳ شود.
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کنید فرض .ψ ∈ ∆(B) و ϕ ∈ ∆(A) باناخ، جبرهای A⊗̂B و B ،A کنید فرض .۱ گزاره
−(A⊗̂B)∗∗ −ϕ ⊗ ψ ،A⊗̂B گاه آن باشند. دوتصویر −B∗∗ −ψ ،B و دوتصویر −A∗∗ −ϕ ،A

است. دوتصویر
نشان باشد. ضربی نگاشت .π

(A⊗̂B)∗∗
: (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ → (A⊗̂B)∗∗ کنید فرض اثبات.

مانند ͳمدول −A⊗̂B پیوسته ͳهمریخت Έی مͳ دهیم

ρ
A⊗̂B

: A⊗̂B → (A⊗̂B)∗∗⊗̂(A⊗̂B)∗∗ (۳)

و ۱ .۳ قضیه بر بنا .ϕ̃⊗ ψ ◦ π
(A⊗̂B)∗∗

◦ ρ
A⊗̂B

(a ⊗ b) = ϕ ⊗ ψ(a ⊗ b) طوری΋ه به دارد وجود
کنید فرض قضیه، فرضیات

ρA : A → A∗∗⊗̂A∗∗, ρB : B → B∗∗⊗̂B∗∗

b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر برای ͳیعن باشند ͳمدول −B و ͳمدول −A پیوسته همریختͳ های بەترتیب

ρA(aa
′) = ρA(a).a

′ = a.ρA(a
′), ρB(bb

′) = ρB(b).b
′ = b.ρB(b

′) (۴)

کنند، صدق زیر شرایط در ،b ∈ B و a ∈ A هر ازای به که

ϕ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρA(a) = ϕ(a), ψ̃ ◦ πB∗∗ ◦ ρB(b) = ψ(b),

آن در که
πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗; FA ⊗GA 7→ FA□GA

و
πB∗∗ : B∗∗⊗̂B∗∗ → B∗∗; FB ⊗GB 7→ FB□GB .

کنید فرض همچنین

ρA ⊗ ρB(a⊗ b) = ρA(a)⊗ ρB(b), (a ∈ A, b ∈ B).

مͳ شود. ثابت ،A⊗̂B دوتصویری −(A⊗̂B)∗∗ −ϕ⊗ ψ ،[۱ .۷ لم ،۲] بر بتا

چپ میانگین پذیر −ϕ ،A گوییم .ϕ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر Έی A کنیم فرض .۳ .۲ تعريف
،a ∈ A هر براي که طوري به باشد موجود A در (mα) کران دار تور هرگاه است

amα − ϕ(a)mα → ۰, ϕ(mα)→ ۱.

تقریبی ی΋ۀ .eαa → a ،a ∈ A هر براي هرگاه گوییم A باناخ جبر چپ تقریبی ی΋ۀ را (eα) تور
تقریبی ی΋ۀ مشابه طور به .‖eα‖ ≤ K که باشد داشته وجود K > ۰ هرگاه گوییم کران دار را (eα)
ی΋ۀ داراي هرگاه است کران دار تقریبی ی΋ۀ داراي A باناخ جبر مͳ شود. تعریف نیز کران دار راست

باشد. کران دار راست و کران دار چپ تقریبی
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(راست)، چپ تقریبی ی΋ۀ با باناخ جبر Έی A اگر ،[۳ .۳ قضیه ،۱۹] اساس بر .۱ .۲ تذکر
است. (راست) چپ میانگین پذیر ϕ− ،A آنگاه باشد، دوتصویر −A∗∗ ،A و ϕ ∈ ∆(A)

ϕ ∈ ∆(A) باشند، چپ(راست) تقریبی های ی΋ه با باناخ جبر دو B و A کنید فرض .۲ .۲ قضيه
آنگاه باشد. باناخ جبر Έی A⊗̂B و دوتصویر −B∗∗ ،B و تصویر دو −A∗∗ ،A اگر .ψ ∈ ∆(B) و

است. چپ(راست) میانگین پذیر −ϕ⊗ ψ ،A⊗̂B

عملΎرهای تعریف، طبق مͳ باشند، دوتصویر −B∗∗ ،B و دوتصویر −A∗∗ ،A که آنجا از اثبات.
ͳطبیع نشانندەهای همچنین و ρB : B → B∗∗⊗̂B∗∗ و ،ρA : A → A∗∗⊗̂A∗∗

KA : A → A∗∗, KB : B → B∗∗

داشت خواهیم a′, b′ ∈ B و a, b ∈ A هر برای طوری΋ه به دارند وجود

πA∗∗ ◦ ρA(a) = KA(a), ρA(ab) = ρA(a).b = a.ρA(b)

و
πB∗∗ ◦ ρB(b

′) = KB(b′), ρB(a
′b′) = ρB(a

′).b′ = a′.ρB(b
′).

Ψ : B∗∗⊗̂B∗∗ → (B⊗̂B)∗∗ و Φ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗ نگاشت های ،[۱ .۷ لم ،۲] طبق
در n′ ∈ B∗∗⊗̂B∗∗ و n ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ ،a′, b′ ∈ B ،a, b ∈ A هر برای که طوری به دارند وجود
تقریبی ی΋ەهای بەترتیب {nβ} ⊆ B و {mα} ⊆ A کنید فرض کنند. صدق ،[۱ .۷ لم ،۲] شرایط

نگاشتهای باشند. B و A باناخ جبرهای چپ

ρ
A⊗̂B

: A⊗̂B → (A∗∗⊗̂A∗∗)⊗̂(B∗∗⊗̂B∗∗)

و
λ : (A⊗̂A)∗∗⊗̂(B⊗̂B)∗∗ →

(
A⊗̂B)⊗̂(A⊗̂B)

)∗∗
است. چپ میانگین پذیر −ϕ⊗ ψ ،A⊗̂B که مͳ گیریم نتیجه محاسبات از بعد

ͳداخل میانگین پذیر −ϕ را A باناخ جبر .ϕ ∈ ∆(A) و باناخ جبر Έی A کنید فرض .۴ .۲ تعريف
،a ∈ A هر برای طوری΋ه به باشد موجود (aα) ⊆ A کراندار تور هرگاه گوییم

aaα − aαa→ ۰, ϕ(aα)→ ۱.

،ψ ∈ ∆(B) ،ϕ ∈ ∆(A) کنید فرض باشند. باناخ A⊗̂Bجبرهای و B ،A کنید فرض .۳ .۲ قضيه
میانگین پذیر −ϕ⊗ψ ،A⊗̂B آنگاه باشند. ͳداخل میانگین پذیر −ψ ،B و ͳداخل میانگین پذیر −ϕ ،A

است. ͳداخل
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(a⊗ b).(c⊗ d) = صورت به را A⊗̂B روی b, d ∈ B و a, c ∈ A هر ازای به ضرب عمل اثبات.
.ϕ⊗ ψ(a⊗ b) = ϕ(a)ψ(b) مͳ کنیم تعریف همچنین، مͳ گیریم. نظر در ac⊗ bd

به که طوری به دارند وجود A⊗̂B در {aα ⊗ bα} و B در {bα} ،A در {aα} کراندار تورهای
،b ∈ B و a ∈ A هر ازای

aaα − aαa→ ۰, ϕ(aα)→ ۱,

و
bbα − bαb→ ۰, ψ(bα)→ ۱.

داریم

(a⊗ b).(aα ⊗ bα)− (aα ⊗ bα).(a⊗ b) = (aaα ⊗ bbα)− (aαa⊗ bαb)

= aaα ⊗
↱۰︷ ︸︸ ︷

(bbα − bαb)

لذا
(a⊗ b).(aα ⊗ bα)− (aα ⊗ bα).(a⊗ b)→ ۰.

همچنین
ϕ⊗ ψ(aα ⊗ bα) = ϕ(aα)ψ(bα)→ ۱.

است. ͳداخل میانگین پذیر −ϕ⊗ ψ ،A⊗̂B نتیجه در

−ϕ ⊗ ϕ بین رابطه ͳبررس به واق΄، در مͳ کنیم. ثابت را ͳموروث خاصیت Έی بعد قضیه در
یادآوری مͳ پردازیم. A باناخ جبر دوتصویری −A∗∗ −ϕ و A⊗̂A راست و چپ میانگین پذیری
−ϕ ،A باناخ جبر ،ϕ ∈ ∆(A) ازای به آنگاه باشد دوتصویر −A∗∗ ،A باناخ جبر اگر که مͳ کنیم

بود. خواهد دوتصویر −A∗∗

و دوتصویر −A∗∗ −ϕ ،A اگر .ϕ ∈ ∆(A) و باناخ جبرهای A⊗̂A و A کنید فرض .۴ .۲ قضيه
است. راست و چپ میانگین پذیر −ϕ⊗ ϕ ،A⊗̂A آنگاه باشد، جابجایی

زیر ضرب تعریف با اثبات.

(a⊗ b).(c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, b, c, d ∈ A)

لذا است جابجایی باناخ جبر Έی A که آنجا از مͳ کنیم. تبدیل باناخ جبر به آنرا ،A⊗̂A روی

(a⊗ b).(c⊗ d) = ac⊗ bd = ca⊗ db = (c⊗ d).(a⊗ b), (a, b, c, d ∈ A),

لذا است. دوتصویر −A∗∗ −ϕ ،A چون بود. خواهد جابجایی باناخ جبر Έی نیز A⊗̂A نتیجه در
،A⊗̂A ،۲ .۲ قضیه گرفتن نظر در با اکنون است. دوتصویر −(A⊗̂A)∗∗ ،A⊗̂A ،۱ .۳ قضیه بر بنا

بود. خواهد راست و چپ میانگین پذیر −ϕ⊗ ϕ
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−ϕ ،A اگر صورت این در .ϕ ∈ ∆(A) و باناخ جبرهای A⊗̂A و A کنید فرض .۱ .۲ نتیجه
راست و چپ میانگین پذیر −ϕ⊗ϕ ،A⊗̂A آنگاه باشد کراندار تقریبی ی΋ه دارای و دوتصویر −A∗∗

است.

میانگین پذیر −ϕ ،A بنابراین باشد (راست) چپ تقریبی ی΋ۀ با باناخ جبر Έی A کنید فرض اثبات.
مͳ شود. کامل اثبات ۲ .۲ قضیه بر بنا اینک است. راست و چپ
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