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Extended Abstract

Introduction

The concept of amenability of Banach algebras to the case that there exists an additionalU-module struc-
ture on Banach algebras, where U is Banach algebra is extended by Amini in [1].

Runde in [12–14], introduced the concept of Connes amenability of dual Banach algebras and this
type of Banach algebras is interested by many researchers. Ghaffari and Javadi studied the notion of φ-
Connes amenability of dual Banach algebras in [5]. A dual Banach algebra A is φ-Connes amenable if,
for every normal φ-bimodule E, every bounded w∗-continuous derivation D : A → E is inner. Connes
amenability and strong Connes amenability for Lau product, projective tensor product of Banach algebras
and l1-Munn algebras is investigated in [6, 7, 17].

The concept of module Connes amenability for dual Banach algebras which are also Banach modules
with respect to the compatible actions, first defined by Amini in [2]. A type of module Connes amenabil-
ity of semigroup algebras, module Connes amenability for projective tensor product and strong Connes
amenability of certain dual Banach algebras is investigated in [16–18]. In fact, let A be a dual Banach
algebra, φ : A → A is a homomorphism and U be a Banach algebra and A is a Banach U-bimodule. We
say that A is U-bimodule φ-Connes amenable, if for every commutative normal Banach A-U-bimodule
E, every w∗-continuous U-bimodule φ-derivation D : A → E is inner. Weak amenability of module
extension of Banach algebras has further investigated and deepened by Zhang [19]. The Lau product
of two Banach algebras was introduced by Lau in [9] for certain class of Banach algebras and followed
by Monfared in [10] for the general case. The mentioned products not only provide important examples
of Banach algebras which are pleasant in their own right but also they are known as a prolific source
of (counter) examples in functional analysis and harmonic analysis. In present paper, we are going to
study the notions of U-bimodule φA

U ⊗ ψB
U -Connes amenability of projective tensor product A⊗̂B and

U-bimodule (ψA
U , 0)-Connes amenability of U-bimodule extension of Banach algebras A⊕ Ω in which,

A and B are dual Banach algebras, X is a normal Banach A-bimodule and φA
U , ψ

A
U are w∗-continuous

homomorphisms on A and B, respectively. Also, we study the relation between the mentioned notions
for pointed Banach algebras and the first Banach algebras. In the follow, we present characterizations for
the mentioned notions and give examples.

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated: Consider A = (A∗)
∗ is a dual Banach algebra, and U

is a Banach algebra such that A is a Banach U-bimodule via following compatible actions,

v.(ab) = (v.a).b, (vw).a = v.(w.a), (0.1)

for every a, b ∈ A, v, w ∈ U.
Let E be a normal dual Banach A-bimodule. Moreover, if E is an U-bimodule via

v.(a.e) = (v.a).e, (a.v).e = a.(v.e), (v.e).a = v.(e.a),

for every a ∈ A, v ∈ U and e ∈ E, then we say that E is a normal Banach left A-U-bimodule. Similarly,
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for the right actions. Also, if moreover

v.e = e.v (v ∈ U, e ∈ E), (0.2)

we say that E is commutative normal Banach A-U-bimodule.
Let U and A be Banach algebras, and let E be a (commutative) Banach A-U-bimodule, then so is E∗.

Indeed, in this case, E∗ becomes a Banach A-U-bimodule. For more information see [11].

Definition 0.1. Let A and U be Banach algebras such that A is a Banach U-bimodule and φA
U : A → A

is a map that satisfied

φA
U (v.a+ b.w) = v.φA

U (a) + φA
U (b).w, φA

U (ab) = φA
U (a)φ

A
U (b)

for every a, b ∈ A and v, w ∈ U. Then we say that φA
U is an U-bimodule algebraic homomorphism.

Definition 0.2. Let A = (A∗)
∗ be a (dual)Banach algebra. Let U be a (Commutative)Banach algebra

such that A is a Banach U-bimodule, φA
U ∈ Hw∗

U (A) and E be a Banach A-U-bimodule. A bounded map
DA

U from A to E is called a U-bimodule φA
U -derivation if

DA
U (v.a± b.w) = v.DA

U (a)±DA
U (b).w, DA

U (ab) = DA
U (a).φ

A
U (b) + φA

U (a).D
A
U (b),

for all a, b ∈ A and v, w ∈ U.

A bounded linear mapping DA
U : A → E is called an inner U-bimodule φA

U -derivation if there exists
x ∈ E such that

DA
U (a) = x.φA

U (a)− φA
U (a).x (a ∈ A).

Definition 0.3. Let A be a dual Banach algebra. Let U be a Banach algebra such that A is a Banach U-
bimodule andφA

U ∈ Hw∗

U (A). We say thatA isU-bimoduleφA
U -Connes amenable if for every commutative

normal Banach A-U-bimodule E, every w∗-continuous U-bimodule φA
U -derivationD

A
U : A → E is inner.

Definition 0.4. Suppose that A = (A∗)
∗ is a dual Banach algebra and Ω = (Ω∗)

∗ is a normal Banach
A-bimodule. Let ψA

U ∈ Hw∗

U (A), χ ∈ Hw∗

U (Ω), and A⊕ Ω be a dual Banach algebra. Define

(ψA
U , χ) : A⊕ Ω → A⊕ Ω, (ψA

U , χ)(a,w) = (ψA
U (a), χ(w))

for all a ∈ A and w ∈ Ω. In this case we say that (ψA
U , χ) ∈ Hw∗

U (A⊕ Ω).

Also, the next proposition, corollary and theorems are presented:

Theorem 0.5. Suppose that A and B are unital dual Banach algebras with preduals A∗ and B∗, respec-
tively. Suppose that φA

U ∈ Hw∗

U (A) and ψB
U ∈ Hw∗

U (B) are unital. Let A be U-bimodule φA
U -Connes

amenable, B be U-bimodule ψB
U -Connes amenable and σwc(A⊗̂B) be a unital dual Banach algebra.

Then σwc(A⊗̂B) is U-bimodule φA
U ⊗ ψB

U -Connes amenable.

Proposition 0.6. Let U be a Banach algebra, A and B be dual Banach U-bimodules algebras with com-
patible actions. Let φA

U ∈ Hw∗

U (A), ψB
U ∈ Hw∗

U (B) and A⊗̂B be U-bimodule φA
U ⊗ψB

U -Connes amenable
dual Banach algebra. Then A is U-bimodule φA

U -Connes amenable and B is U-bimodule ψB
U -Connes

amenable.
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Theorem 0.7. Let A = (A∗)
∗ be a dual Banach algebra and ψA

U ∈ Hw∗

U (A). Let Ω = (Ω∗)
∗ be a normal

Banach A-bimodule. Then the following hold:
(I) If A⊕ Ω is U-bimodule (ψA

U , 0)-Connes amenable, then A is U-bimodule ψA
U -Connes amenable.

(II) If ΩA = 0 and A is U-bimodule ψA
U -Connes amenable, then A ⊕ Ω is U-bimodule (ψA

U , 0)-Connes
amenable.

Corollary 0.8. LetA be a dual Banach algebrawith predualA∗ and letΩ be a normal BanachA-bimodule
with pseudo-unital predual Ω∗. Then A ⊕ Ω is U-bimodule (id, 0)-Connes amenable if and only if A is
U-bimodule id-Connes amenable.
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باناخ جبرهاي B = (B∗)
∗ و A = (A∗)

∗ کنید فرض
،Ω = (Ω∗)

∗ کنید فرض باشد. باناخ جبر یک U و دوگان
-φA

U ⊗ψ
B
U مفهوم مقاله، این در باشد. نرمال باناخ دومدول -A

آن در که را A⊗̂B دومدولی -U میانگین پذیري کان
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U : B → B و φA
U : A → A
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U , ٠) همچنین، می کنیم. بررسی هستند، پیوسته

مدولی گسترش دوگان باناخ جبر دومدولی -U میانگین پذیري
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۶ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

باشد، داشته وجود جبرها روي مدولی -U ساختار یک که حالتی براي باناخ جبرهاي میانگین پذیري مفهوم باشد. باناخ جبر یک U کنید فرض
این بعداً کرد. معرفی را دوگان باناخ جبرهاي میانگین پذیري کان مفهوم ،[١۴ ،١٣] ،[١٢] در رونده شد. داده توسیع [١] در امینی توسط
باناخ جبرهاي میانگین پذیري کان -φ مفهوم جوادي و غفاري [۵] در گرفتند. قرار محققان از بسیاري علاقۀ و توجه مورد باناخ جبرهاي نوع
اشتقاق هر ،E نرمال دومدول -φ هر براي اگر می شود نامیده میانگین پذیر کان -φ ،A دوگان باناخ جبر دادند. قرار مطالعه مورد را دوگان
حاصل ضرب لائو، حاصل ضرب براي قوي میانگین پذیري کان و میانگین پذیري کان مفاهیم باشد. Dدرونی : A → E کران دار پیوسته -w∗

براي مدولی میانگین پذیري کان مفهوم شد. مطالعه و بررسی [١٧ ،٧ ،۶] در مان -l١ جبرهاي و دوگان باناخ جبرهاي تصویري تانسوري
براي مدولی میانگین پذیري کان از نسخه اي سپس و شد معرفی [٢] در امینی توسط ابتدا هستند، نیز باناخ مدول هاي که دوگانی باناخ جبرهاي
[١٨ ،١٧]،[١۶] در خاص دوگان باناخ جبرهاي تصویري تانسوري ضرب هاي براي قوي میانگین پذیري کان از نسخه اي و نیم گروهی جبرهاي
دو -U یک A و باناخ جبر یک U هم ریختی، یک φ : A → A دوگان، باناخ جبر یک A کنید فرض درواقع، گرفت. قرار بررسی مورد
جابجایی نرمال باناخ دومدول -A-U هر براي اگر است دومدولی -U میانگین پذیر کان -φ ،A گوییم صورت این در باشد. نیز باناخ مدول
باناخ جبرهاي مدولی گسترش با مرتبط ضعیف میانگین پذیري باشد. درونی D : A → E پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق -φ هر ،E
جبرهاي از خاصی رده ي براي لائو توسط باناخ جبر دو لائوي ضرب همچنین، گرفت. قرار بررسی مورد ویژه شکل به [١٩] در ژانگ توسط
که باناخ جبرهاي از مهمی مثال هاي نه تنها نامبرده ضرب هاي .[١٠] کرد دنبال کلی تري حالت براي را آن منفرد سپس [٩] شد معرفی باناخ
این در هستند. هارمونیک و تابعی آنالیز در شناخته شده مثال هاي از غنی منبع به عنوان بلکه می دهند ارائه هستند، پراهمیت خودشان نوع در
-U میانگین پذیري کان -(ψA

U , ٠) و A⊗̂B تصویري تانسوري حاصل ضرب دومدولی -U میانگین پذیري کان -φA
U ⊗ ψB

U مفهوم مقاله،
نرمال باناخ دومدول -A یک X و دوگان باناخ جبرهاي B و A آن ها در که می شود، بررسی A⊕X مدولی گسترش باناخ جبرهاي دومدولی
خاص جبرهاي براي نامبرده مفهوم بین رابطۀ مطالعۀ به همچنین، هستند. B و A روي پیوسته -w∗ هم ریختی هاي به ترتیب ψB

U و φA
U و

می دهیم. ارائه مثال همراه به مذکور مفهوم براي را مشخص سازي هایی ادامه، در می پردازیم. آن ها مولد اولیه جبرهاي و شده گفته

باناخ جبرهاي تصویري تانسوري حاصل ضرب دومدولی -U میانگین پذیري کان -φA
U
⊗ψB

U
٢

دوگان
سازگار اعمال با v, w ∈ U و a, b ∈ A هر به ازاي A به طوري که باشد باناخ جبر یک U و دوگان باناخ جبر یک A = (A∗)

∗ کنید فرض

v.(ab) = (v.a).b, (vw).a = v.(w.a), (٢. ١)

باشد. باناخ دومدول -U یک
اعمال با ،e ∈ E و v ∈ U ،a ∈ A هر به ازاي E اگر به علاوه، باشد. نرمال دوگان باناخ دومدول -A یک E کنید فرض

v.(a.e) = (v.a).e, (a.v).e = a.(v.e), (v.e).a = v.(e.a),

تعریف مشابه به طور نرمال باناخ راست دومدول -A-U است. نرمال باناخ چپ دومدول -A-U یک E گوییم آنگاه باشد، دومدول -U یک
شرط برآن، علاوه اگر همچنین، می شود.

v.e = e.v (v ∈ U, e ∈ E), (٢. ٢)

است. جابجایی نرمال باناخ دومدول -A-U یک E گوییم آنگاه باشد، برقرار
E∗ حالت این در درواقع، است. چنین نیز E∗ آنگاه باشد، (جابجایی) باناخ دومدول -A-U یک E و باناخ جبرهاي U و A کنید فرض

شود). مراجعه [١١] به بیشتر اطلاعات (براي می شود تبدیل باناخ دومدول -A-U به

-U یک A به طوري که باشد (جابجایی) باناخ جبر یک U کنید فرض باشد. دوگان باناخ جبر یک A = (A∗)
∗ کنید فرض .٢. ١ تعریف

دومدولی -U اشتقاق -φA
U یک را DA

U : A → E کران دار نگاشت .φA
U ∈ Hw∗

U (A) و باشد دومدول -A-U یک E و باناخ، دومدول
،v, w ∈ U و a, b ∈ A هر براي اگر گوییم

DA
U (v.a± b.w) = v.DA

U (a)±DA
U (b).w, DA

U (ab) = DA
U (a).φ

A
U (b) + φA

U (a).D
A
U (b).



٧ خاص باناخ جبرهاي دومدولی میانگین پذیري کان

براي به طوري که باشد داشته وجود x ∈ E اگر گوییم درونی دومدولی -U اشتقاق -φA
U را DA

U : A → E کران دار خطی نگاشت
،a ∈ A هر

DA
U (a) = x.φA

U (a)− φA
U (a).x.

.φA
U ∈ Hw∗

U (A) و باشد باناخ دومدول -U یک A به طوري که باشد باناخ جبر یک U و دوگان باناخ جبر یک A کنید فرض .٢. ٢ تعریف
اشتقاق -φA

U هر ،E جابجایی نرمال باناخ دومدول -A-U هر براي اگر است دومدولی -U میانگین پذیر کان -φA
U ،A گوییم صورت این در

باشد. درونی DA
U : A → E پیوسته -w∗ دومدولی -U

باناخ دومدول هاي -U ،B و A به طوري که باشند دوگان باناخ جبرهاي A⊗̂B و B ،A باناخ، جبر U کنید فرض بخش این سراسر در
براي مشخص سازي تکنیک هاي ارائه و مطالعه بخش این در اصلی هدف .ψB

U ∈ Hw∗

U (B) و φA
U ∈ Hw∗

U (A) کنید فرض باشند.
است. A⊗̂B دوگان باناخ جبر دومدولی -U میانگین پذیري کان -φA

U ⊗ ψB
U

دوگان باناخ جبر هر ازآنجاکه باشند. B∗ و A∗ پیش دوگان هاي با به ترتیب دوگان، باناخ جبرهاي B و A کنید فرض .٢. ٣ ملاحظه
و A∗ ⊂ σwc(A∗) که می شود نتیجه آن، اثبات و [۶ .۴ نتیجه ،١۴] به وسیلۀ لذا است نرمال دوگان باناخ مدول یک خودش روي

نشاند. (σwc(A⊗̂B)∗)∗ در می توان را A⊗̂B همچنین، .B∗ ⊂ σwc(B∗)

باشند. یکدار ψB
U ∈ Hw∗

U (B) و φA
U ∈ Hw∗

U (A) یکدار، دوگان باناخ جبرهاي B = (B∗)
∗ و A = (A∗)

∗ کنید فرض .۴ .٢ قضیه
یکدار دوگان باناخ جبر σwc(A⊗̂B) و دومدولی -U میانگین پذیر کان -ψB

U ،B دومدولی، -U میانگین پذیر کان -φA
U ،A کنید فرض

است. دومدولی -U میانگین پذیر کان -φA
U ⊗ ψB

U ،σwc(A⊗̂B) آنگاه باشد.

-φA
U ⊗ ψB

U یک Dσwc(A⊗̂B)
U : σwc(A⊗̂B) → E و جابجایی نرمال باناخ دومدول -σwc(A⊗̂B)-U یک E کنید فرض اثبات.

،b, b′ ∈ B و a, a′ ∈ A هر براي به طوري که باشد کران دار پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق

Dσwc(A⊗̂B)
U

(
(a⊗ b)(a′ ⊗ b′)

)
= Dσwc(A⊗̂B)

U (a⊗ b).φA
U ⊗ ψB

U (a
′ ⊗ b′)

+ φA
U ⊗ ψB

U (a⊗ b).Dσwc(A⊗̂B)
U (a′ ⊗ b′).

مدولی عمل گرفتن نظر در با Dσwc(A⊗̂B)
U که می دهیم نشان

(a⊗ b).e = φA
U ⊗ ψB

U (a⊗ b)e. (٢. ٣)

چنین نیز E∗ لذا است باناخ دومدول -σwc(A⊗̂B)- U یک E ازآنجاکه است. درونی ،e ∈ E∗ و a ∈ A, b ∈ B هر براي
(Dσwc(A⊗̂B)

U )∗ الحاق [۶ .۴ نتیجه ،١۴] طبق کنند. رجوع ،([٢. ١. ١ تمرین ،١۵] ) به بیشتر اطلاعات جهت علاقه مند خوانندگان است.
هر براي باشد. E∗ به (Dσwc(A⊗̂B)

U )∗ تحدید (Dσwc(A⊗̂B)
U )∗|E∗ کنید فرض می نگارد. σwc(A⊗̂B)∗ به را E∗ پیش دوگان

داشت خواهیم e٠ ∈ E∗ و b, b′ ∈ B ،a, a′ ∈ A

⟨a′ ⊗ b′, (Dσwc(A⊗̂B)
U )∗|E∗((a⊗ b).e٠)⟩ = ⟨Dσwc(A⊗̂B)

U (a′ ⊗ b′), (a⊗ b).e٠⟩

= ⟨Dσwc(A⊗̂B)
U (a′ ⊗ b′), φA

U ⊗ ψB
U (a⊗ b)e٠⟩

= ⟨Dσwc(A⊗̂B)
U (a′ ⊗ b′).φA

U ⊗ ψB
U (a⊗ b), e٠⟩

= ⟨Dσwc(A⊗̂B)
U ((a′ ⊗ b′)(a⊗ b)), e٠⟩

− ⟨φA
U ⊗ ψB

U (a
′ ⊗ b′).Dσwc(A⊗̂B)

U (a⊗ b), e٠⟩

= ⟨(a′ ⊗ b′).(a⊗ b), (Dσwc(A⊗̂B)
U )∗|E∗(e٠)⟩

− ⟨φA
U ⊗ ψB

U (a
′ ⊗ b′).Dσwc(A⊗̂B)

U (a⊗ b), e٠⟩

= ⟨a′ ⊗ b′, (a⊗ b).(Dσwc(A⊗̂B)
U )∗|E∗(e٠)⟩

− φA
U ⊗ ψB

U (a
′ ⊗ b′)⟨e٠,Dσwc(A⊗̂B)

U (a⊗ b)⟩.
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داریم e٠ ∈ E∗ و b ∈ B، a ∈ A هر براي ازاین رو

(Dσwc(A⊗̂B)
U )∗|E∗((a⊗ b).e٠) = (a⊗ b).(Dσwc(A⊗̂B)

U )∗|E∗(e٠)− ⟨e٠,Dσwc(A⊗̂B)
U (a⊗ b)⟩φA

U ⊗ ψB
U .

(۴ .٢)

بگیرید نظر در قضیه، مفروضات کمک به باشند. A⊗̂B و B ،A دوگان باناخ جبرهاي همانی هاي به ترتیب ،e
A⊗̂B

و eB ،eA کنید فرض اینک
می شود. نتیجه Dσwc(A⊗̂B)

U بودن درونی ،(۴ .٢) رابطۀ از استفاده با اینک .(φA
U ⊗ ψB

U )(a ⊗ b) = e
A⊗̂B

دوگان باناخ جبر یک A که است بدیهی می گیریم. نظر در نرم -l١ و معمولی ماتریسی ضرب با را A=B =
(

C ٠
C C

)
.۵ .٢ مثال

هم ریختی ،ξ١, ξ٢, ζ ∈ C هر به ازاي است. باناخ دومدول -U یک A که است بدیهی آنگاه .U=
(

C ٠
٠ C

)
کنید فرض است.

می کنیم تعریف زیر به صورت را φA
U (= ψB

U ) : A → A

φA
U

(
ζ ٠
ξ١ ξ٢

)
=

(
ζ ٠
٠ ξ٢

)
.

داریم ξ١, ξ٢, ζ, ξ′١, ξ′٢, ζ ′ ∈ C هر به ازاي

φA
U

[( ζ ٠
ξ١ ξ٢

)(
ζ ′ ٠
ξ′١ ξ′٢

)]
= φA

U

(
ζζ ′ ٠

ξ١ζ
′ + ξ٢ξ

′
١ ξ٢ξ

′
٢

)

=

(
ζζ ′ ٠
٠ ξ٢ξ

′
٢

)

= φA
U

(
ζ ٠
ξ١ ξ٢

)
φA

U

(
ζ ′ ٠
ξ′١ ξ′٢

)
.

داشت خواهیم b, d, e, f, ξ١, ξ٢, ζ, ξ′١, ξ′٢, ζ ′ ∈ C هر به ازاي همچنین

φA
U

[( e ٠
٠ b

)
.

(
ζ ٠
ξ١ ξ٢

)
+

(
ζ ′ ٠
ξ′١ ξ′٢

)
.

(
f ٠
٠ d

)]
= φA

U

[( eζ ٠
bξ١ bξ٢

)
+

(
ζ ′f ٠
ξ′١f ξ′٢d

)]
= φA

U

(
eζ + ζ ′f ٠
bξ١ + ξ′١f bξ٢ + ξ′٢d

)

=

(
eζ + ζ ′f ٠

٠ bξ٢ + ξ′٢d

)
.

هر به ازاي دیگر طرف )از
e ٠
٠ b

)
,

(
f ٠
٠ d

)
∈ U

می آوریم دست به b, d, e, f ∈ C هر )براي
e ٠
٠ b

)
φA

U

(
ζ ٠
ξ١ ξ٢

)
+ φA

U

(
ζ ′ ٠
ξ′١ ξ′٢

)(
f ٠
٠ d

)
=

(
e ٠
٠ b

)(
ζ ٠
٠ ξ٢

)
+

(
ζ ′ ٠
٠ ξ′٢

)(
f ٠
٠ d

)

=

(
eζ ٠
٠ bξ٢

)
+

(
ζ ′f ٠
٠ ξ′٢d

)

=

(
eζ + ζ ′f ٠

٠ bξ٢ + ξ′٢d

)
.
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داریم

φA
U

(
١ ٠
٠ ١

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
.

این براي است. پیوسته -w∗ و پیوسته نرم φA
U ∈ Hw∗

U (A) که کنید دقت است. یکدار و دومدولی -U جبري هم ریختی φA
U ازاین رو

توپولوژي -w∗ به نسبت به طوري که باشند A در عناصري A =

(
ζ ٠
ξ١ ξ٢

)
و Aα =

(
ζα ٠

(ξ١)α (ξ٢)α

)
کنید فرض منظور،

و (ξ٢)α
w∗
→ ξ٢ می دهد نتیجه این .

(
ζα ٠
٠ (ξ٢)α

)
w∗
→

(
ζ ٠
٠ ξ٢

)
لذا و φA

U (Aα)
w∗
→ φA

U (A) ازاین رو .Aα

w∗
→ A

.u ∈ σwc((A⊗̂A)∗)∗ که دید می توان به راحتی .u =

(
٠ ٠
١ −i

)
⊗

(
٠ ٠
i i

)
∈ A⊗̂A کنید فرض اینک .ζα

w∗
→ ζ

A⊗̂B و B ،A همانی هاي به ترتیب e
A⊗̂B

و eB ،eA کنید فرض است. دومدولی -U پذیري میانگین کان -φA
U (= ψB

U ) ،A(= B) زیرا

باناخ جبر σwc(A⊗̂A) درنتیجه .eA⊗̂B =

(
١ ٠
٠ ١

)
⊗

(
١ ٠
٠ ١

)
و eA = eB =

(
١ ٠
٠ ١

)
داشت خواهیم باشند.

است. دومدولی -U میانگین پذیر کان -φA
U ⊗ ψB

U ،σwc(A⊗̂A) و یکدار دوگان

است. برقرار A⊗̂B براي ویژه حالت در ۴ .٢ قضیۀ عکس که می دهیم نشان زیر گزاره در

،φA
U ∈ Hw∗

U (A) کنید فرض باشند. سازگار اعمال با دومدولی -U دوگان باناخ جبرهاي A و B باناخ، جبر یک U کنید فرض .۶ .٢ گزاره
میانگین پذیر کان -φA

U ،A صورت این در باشد. دومدولی -U میانگین پذیر کان -φA
U ⊗ψB

U دوگان باناخ جبر A⊗̂B و ψB
U ∈ Hw∗

U (B)
است. دومدولی -U میانگین پذیر کان -ψB

U ،B و دومدولی -U

-U اشتقاق -φA
U ترتیب به ،DB

U : B → E و DA
U : A → E و جابجایی نرمال باناخ مدول -B-U و -A-U یک E کنید فرض اثبات.

E مدولی اعمال منظور، این براي است. درونی DA
U که دهیم نشان است کافی باشند. پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق -ψB

U و دومدولی
می گیریم نظر در زیر به صورت را A⊗̂B روي

x • (a⊗ b) = xa, (a⊗ b) • x = bx, (x ∈ E, a⊗ b ∈ A⊗̂B).

و a, a′ ∈ A هر براي DA⊗̂B
U : A⊗̂B → E گسترش، این کنید فرض داد. گسترش ،A⊗̂B روي را DA

U می توان صورت این در
ضابطۀ با b, b′ ∈ B

DA⊗̂B
U (a⊗ b) = DA

U (a) • φ
A
U (a

′) + ψB
U (b

′) • DB
U (b),

است. دومدولی -U جبري هم ریختی یک φA
U ⊗ ψB

U همچنین، است. جابجایی نرمال باناخ مدول -A⊗̂B-U ،E که است بدیهی باشد.
a⊗b, a′⊗b′ ∈ A⊗̂B هر براي زیرا است، پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق -φA

U ⊗ψ
B
U یک d := DA⊗̂B

U ◦(φA
U ⊗ψ

B
U ) آشکارا،

داریم v, w ∈ U و

d(v.(a⊗ b) + (a′ ⊗ b′).w) = DA⊗̂B
U ◦ (φA

U ⊗ ψB
U )
(
v.(a⊗ b) + (a′ ⊗ b′).w

)
= DA⊗̂B

U

[
(φA

U ⊗ ψB
U )(v.(a⊗ b)) + (φA

U ⊗ ψB
U )((a

′ ⊗ b′).w)
]

= DA⊗̂B
U

[
(φA

U ⊗ ψB
U )(v.(a⊗ b))

]
+DA⊗̂B

U

[
(φA

U ⊗ ψB
U )((a

′ ⊗ b′).w)
]

= v.DA⊗̂B
U

[
(φA

U ⊗ ψB
U )((a⊗ b))

]
+DA⊗̂B

U

[
(φA

U ⊗ ψB
U )((a

′ ⊗ b′))
]
.w

= v.d(a⊗ b) + d(a′ ⊗ b′).w.

می آوریم دست به دیگر طرف از

d
(
(a⊗ b).(a′ ⊗ b′)

)
= DA⊗̂B

U ◦ (φA
U ⊗ ψB

U )
(
(a⊗ b).(a′ ⊗ b′)

)
= d(a⊗ b) • φA

U ⊗ ψB
U (a

′ ⊗ b′)

+ φA
U ⊗ ψB

U (a⊗ b) • d(a′ ⊗ b′).
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هر براي به طوري که دارد وجود f ∈ E عنصر A⊗̂B باناخ جبر دومدولی -U میانگین پذیري کان -φA
U ⊗ ψB

U از استفاده با همچنین و
،b ∈ B و a ∈ A

d(a⊗ b) = (φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b) • f − f • (φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b)

= φA
U (a)⊗ ψB

U (b)f − fφA
U (a)⊗ ψB

U (b)

= (φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b).f − f.(φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b) (۵ .٢)

داشت: خواهیم ،(۵ .٢) رابطۀ از استفاده با صورت این در .b′ ∈ B و a′ ∈ A کنید قرض

DA⊗̂B
U (a′ ⊗ b′) = DA⊗̂B

U (φA
U ⊗ ψB

U (a⊗ b)) = d(a⊗ b)

= f.(φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b)− (φA
U ⊗ ψB

U )(a⊗ b).f

= f • (a′ ⊗ b′)− (a′ ⊗ b′) • f.

DA⊗̂eB
U = لذا است، A⊗̂eB به DA⊗̂B

U تحدید DA⊗̂eB
U ازآنجاکه است. درونی دومدولی -U اشتقاق -φA

U ⊗ψB
U یک DA⊗̂B

U ازاین رو،
بود. خواهد دومدولی -U میانگین پذیر کان -ψB

U ،B مشابه به طور و بوده درونی DA⊗̂B
U |

A⊗̂eB

باناخ جبرهاي دومدولی -U گسترش دومدولی -U میانگین پذیري کان -(ψA
U
, ٠) ٣

کنید فرض می دهیم. قرار بررسی مورد را دوگان باناخ جبرهاي دومدولی -U گسترش براي دومدولی -U میانگین پذیري کان بخش، این در
مجموع -l١ ،A ⊕ Ω باناخ جبر حقیقت، در باشد. نرمال باناخ دومدول -A یک Ω = (Ω∗)

∗ و دوگان باناخ جبر یک A = (A∗)
∗

جبري ضرب با ،Ω ناصفر باناخ دومدول -A و A باناخ جبر مستقیم

(a, ω)•A⊕Ω
(a′, ω′) = (aa′, aω′ + ωa′), (a, a′ ∈ A, ω, ω′ ∈ Ω) (٣. ١)

به صورت تعریف شده نرم و
∥(a, ω)∥A⊕Ω = ∥a∥A + ∥ω∥Ω ,

کنند. مراجعه [٣] به جبرهایی چنین مورد در بیشتر اطلاعات براي علاقه مندان گوییم. باناخ جبر دومدولی -U گسترش یک را آن که است
دومدول هاي -A مستقیم مجموع -l∞ به اشاره ⊕∞ آن در که ،A∗⊕∞Ω∗ دوگان پیش با دوگان باناخ جبر یک A⊕Ω که است بدیهی
نظر در یکسان (A⊕ Ω)∗∗ = A∗∗ ⊕ Ω∗∗ و (A⊕ Ω)∗ = A∗ ⊕∞ Ω∗ با به ترتیب را A⊕ Ω دوم دوگان و دوگان است. باناخ
(براي است مجهز آرنز اول حاصل ضرب به A∗∗ آن در که است باناخ دومدول -A∗∗ یک ،Ω∗∗ ،[٢٨ و ٢٧ ص. ،٣] طبق بر می گیریم.
و خطی کران دار هم ریختی ψ : A → C اگر که دادند نشان نویسندگان ،[۴] در شود). مراجعه [١٩] به زمینه این در بیشتر جزئیات
است. برقرار ΩA = ٠ که حالتی براي موضوع عکس و میانگین پذیر -ψ ،A آنگاه باشد، میانگین پذیر -(ψ, ٠) ،A⊕ Ω دوگان باناخ جبر
اینجا در است. شده داده نشان قوي میانگین پذیري کان براي یعنی میانگین پذیري، از ضعیف تري نوع براي موضوع این [١٧] در همچنین
،ψA

U ∈ Hw∗

U (A) آن در که دومدولی -U میانگین پذیري کان -(ψA
U , ٠) یعنی میانگین پذیري، از دیگري ضعیف تر نسخه براي را نتایج

با را خودش به A ⊕ Ω از پیوسته -w∗ کران دار دومدولی -U جبري هم ریختی هاي همۀ فضاي که است ذکر شایان می دهیم. نشان
می دهیم. نشان Hw∗

U (A⊕ Ω)

ψA
U ∈ کنید فرض باشد. نرمال باناخ دومدول -A یک Ω = (Ω∗)

∗ و دوگان باناخ جبر یک A = (A∗)
∗ کنید فرض .٣. ١ تعریف

ضابطۀ با را (ψA
U , χ) نگاشت ،w ∈ Ω و a ∈ A هر به ازاي باشد. دوگان باناخ جبر یک A⊕ Ω و χ ∈ Hw∗

U (Ω) ،Hw∗

U (A)

(ψA
U , χ) : A⊕ Ω → A⊕ Ω, (ψA

U , χ)(a,w) = (ψA
U (a), χ(w))

.(ψA
U , χ) ∈ Hw∗

U (A⊕ Ω) می نویسیم صورت این در می کنیم. تعریف

است. [٢ .۴ قضیه ،۶] دوگان باناخ جبر میانگین پذیري کان و [١. ١ قضیه ،٨] دومدولی -U میانگین پذیري کان مقایسه بعدي قضیه



١١ خاص باناخ جبرهاي دومدولی میانگین پذیري کان

نرمال باناخ دومدول -A ،Ω = (Ω∗)
∗ کنید فرض .ψA

U ∈ Hw∗

U (A) و دوگان باناخ جبر یک A = (A∗)
∗ کنید فرض .٣. ٢ قضیه
داشت خواهیم آنگاه باشد.

است. دومدولی -U میانگین پذیر کان -ψA
U ،A آنگاه باشد، دومدولی -U میانگین پذیر کان -(ψA

U , ٠) ،A⊕ Ω اگر (الف)
است. دومدولی -U میانگین پذیر کان -(ψA

U , ٠) آنگاه باشد، دومدولی -U میانگین پذیر کان -ψA
U ،A و ΩA = ٠ اگر (ب)

نرمال باناخ دومدول -A ⊕ Ω-U ،E لذا باشد. جابجایی نرمال باناخ دومدول -A-U ،E و باناخ جبر یک U کنید فرض (الف) اثبات.
به صورت (a,w) ∈ A⊕ Ω, x ∈ E هر براي آن چپ مدولی عمل که است جابجایی

(a,w).x = (ψA
U , ٠)(a,w)x = (ψA

U (a), ٠)x, x.(a,w) = x(ψA
U , ٠)(a,w) = x(ψA

U (a), ٠), (٣. ٢)

PU : A⊕Ω → تصویر نگاشت باشد. کران دار پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق -ψA
U یک DA

U : A → E کنید فرض است. شده داده
a ∈ A و f ∈ A∗ هر به ازاي P ∗

U یعنی PU الحاقی براي می گیریم. نظر در را (a,w) ∈ A⊕Ω هر براي PU(a,w) = a شرط با A
یک DA⊕Ω

U که می دهیم نشان .DA⊕Ω
U := DA

U ◦ PU : A ⊕ Ω → E کنید فرض .P ∗
U (a.f) = a.P ∗

U (f) داشت خواهیم
می آوریم دست به w,ω′ ∈ Ω و a, a′ ∈ A ،λ, η ∈ U هر به ازاي است. دومدولی -U اشتقاق -(ψA

U , ٠)

DA⊕Ω

U

(
λ(a, ω) + (a′, ω′)η

)
= DA

U ◦ PU

(
λ(a, ω) + (a′, ω′)η

)
= DA

U ◦ PU

(
λa+ a′η, λω + ω′η

)
= DA

U (λa+ a′η)

= λDA
U (a) +DA

U (a
′)η

= λDA
U

(
PU(a,w)

)
+DA

U

(
PU(a

′, w′)
)
η

= λDA⊕Ω

U
(a, ω) +DA⊕Ω

U
(a′, ω′)η.

همچنین

DA⊕Ω

U

(
(a, ω)•A⊕Ω

(a′, ω′)
)
= DA

U ◦ PU(aa
′, aω′ + ωa′)

= DA
U (aa

′)

= DA
U (a)ψ

A
U (a

′) + ψA
U (a)D

A
U (a

′)

= DA
U (PU(a,w))ψ

A
U (a

′) + ψA
U (a)D

A
U (PU(a

′, w′))

= DA⊕Ω

U
(a,w) •A⊕Ω

(ψA
U , ٠)(a

′, w′) + (ψA
U , ٠)(a,w) •A⊕Ω

DA⊕Ω

U
(a′, w′).

ω ∈ Ω و a ∈ A هر براي به طوري که دارد وجود t ∈ E لذا بود. خواهد درونی DA⊕Ω
U

قضیه، فرض کمک به

DA⊕Ω

U
(a, ω) = t.(ψA

U , ٠)(a, ω)− (ψA
U , ٠)(a, ω).t

= t.(ψA
U (a), ٠)− (ψA

U (a), ٠).t

= DA
U (a),

می شود. کامل اثبات ازاین رو
A ،(٢. ١) رابطۀ در سازگار اعمال کمک به باشد. جابجایی نرمال باناخ دومدول -A ⊕ Ω-U ،E و باناخ جبر یک U کنید فرض (ب)
یک DA⊕Ω

U : A ⊕ Ω → E کنید فرض است. جابجایی نرمال باناخ دومدول -A-U یک E لذا است. نرمال باناخ دومدول -U یک
استفاده با ابتدا باشد. A به DA⊕Ω

U تحدید DA
U := DA⊕Ω

U |A کنید فرض باشد. کران دار پیوسته -w∗ دومدولی -U اشتقاق -(ψA
U , ٠)

کنید فرض باشد. DA⊕Ω
U الحاقی (DA⊕Ω

U )∗ : E∗ → (A ⊕ Ω)∗ که کنید فرض است. درونی DA
U که می کنیم ادعا فوق مبحث از

این از استفاده با باشد. پوشا TU : A → (A⊕ Ω)∗∗ که کنید فرض اکنون باشد. دیکسمایر تصویر π : (A⊕ Ω)∗∗ → (A⊕ Ω)

لذا .M ∈ (A ⊕ Ω)∗∗ کنید فرض است. درونی DA
U = DA⊕Ω

U ◦ π ◦ TU : A → E که می شود نتیجه قضیه فرض و موضوع
که دارند وجود a ∈ A و x ∈ E

DA⊕Ω
U ◦ π(M) = DA⊕Ω

U ◦ π ◦ TU(a) = x.ψA
U (a)− ψA

U (a).x.
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e ∈ E∗ و (a, ω), (a′, ω′) ∈ A⊕Ω هر براي (٣. ٢) رابطۀ از استفاده با اثبات تکمیل براي می کند. ثابت DA
U براي را ادعا مطلب این

داشت خواهیم

⟨(DA⊕Ω
U )∗

(
e.(a, ω)

)
, (a′, ω′)⟩ = ⟨e.(a, ω),DA⊕Ω

U (a′, ω′)⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)⟨e,D

A⊕Ω
U (a′, ω′)⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)⟨(D

A⊕Ω
U )∗(e), (a′, ω′)⟩

آنگاه

(DA⊕Ω
U )∗

(
e.(a, ω)

)
= (ψA

U , ٠)(a, ω)(D
A⊕Ω
U )∗(e). (٣. ٣)

،e ∈ E∗ و (a, ω) ∈ A⊕ Ω هر براي (٣. ٣) رابطۀ از استفاده با آنگاه .t = DA⊕Ω
U ◦ π(M) ∈ E می دهیم قرار اکنون

⟨e, (a, ω).t⟩ = ⟨e, (a, ω).(DA⊕Ω
U ◦ π)(M)⟩

= ⟨(DA⊕Ω
U )∗

(
e.(a, ω)

)
, π(M)⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)⟨(D

A⊕Ω
U )∗(e), π(M)⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)⟨e,D

A⊕Ω
U ◦ π(M)⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)⟨e, t⟩.

بنابراین

(a, ω).t = (ψA
U , ٠)(a, ω).t. (۴ .٣)

داریم (a′, ω′) ∈ A⊕ Ω هر براي E روي A⊕ Ω چپ عمل براي لذا است، دومدولی -U اشتقاق -(ψA
U , ٠) یک DA⊕Ω

U ازآنجاکه

⟨(DA⊕Ω
U )∗

(
(a, ω).e

)
, (a′, ω′)⟩ = ⟨(a, ω).e,DA⊕Ω

U (a′, ω′)⟩

= ⟨e,DA⊕Ω
U (a′, ω′).(a, ω)⟩

= ⟨e,DA⊕Ω
U

(
(a′, ω′) •A⊕Ω

(a, ω)
)
⟩ − ⟨e, (a′, ω′).DA⊕Ω

U (a, ω)⟩

= ⟨(DA⊕Ω
U )∗(e), (a′, ω′) •A⊕Ω

(a, ω)⟩ − ⟨DA⊕Ω
U (a, ω), e.(a′, ω′)⟩

= ⟨(a, ω) •A⊕Ω
(DA⊕Ω

U )∗(e), (a′, ω′)⟩ − (ψA
U , ٠)(a

′, ω′)⟨e,DA⊕Ω
U (a, ω)⟩.

می گیریم نتیجه

(DA⊕Ω
U )∗((a, ω).e) = (a, ω) •A⊕Ω

(DA⊕Ω
U )∗(e)− (ψA

U , ٠)⟨e,D
A⊕Ω
U (a, ω)⟩. (۵ .٣)

داشت خواهیم (٣. ٣) و (۵ .٣) روابط از استفاده با

⟨e, t.(a.ω)⟩ =
⟨
e,DA⊕Ω

U ◦ π(M).(a, ω)
⟩

=
⟨
(a, ω).e,DA⊕Ω

U ◦ π(M)
⟩

=
⟨
(DA⊕Ω

U )∗((a, ω).e), π(M)
⟩

=
⟨
(a, ω) •A⊕Ω

(DA⊕Ω
U )∗(e)− (ψB

U , ٠)⟨e,D
A⊕Ω
U (a, ω)⟩, π(M)

⟩
=
⟨
π(M) •A⊕Ω

(a, ω), (DA⊕Ω
U )∗(e)

⟩
−
⟨
π(M), (ψB

U , ٠)
⟩⟨
e,DA⊕Ω

U (a, ω)
⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)

⟨
π(M), (DA⊕Ω

U )∗(e)
⟩
−
⟨
e,DA⊕Ω

U (a, ω)
⟩

= (ψA
U , ٠)(a, ω)

⟨
DA⊕Ω

U ◦ π(M), e
⟩
−
⟨
e,DA⊕Ω

U (a, ω)
⟩
.

داریم ،(۴ .٣) رابطۀ از استفاده با اکنون

DA⊕Ω
U (a, ω) = (ψA

U , ٠)(a, ω).t− t.(a, ω) = (a, ω).t− t.(a, ω).

بود. خواهد درونی DA⊕Ω
U ازاین رو



١٣ خاص باناخ جبرهاي دومدولی میانگین پذیري کان

می آید. دست به زیر نتیجه ،[٢ .۴ قضیه ،۶] و ٣. ٢ قضیه از استفاده با

Ω∗ یکانی شبه پیش دوگان با نرمال باناخ دومدول -A ،Ω کنید فرض باشد. A∗ پیش دوگان با دوگان باناخ جبر A کنید فرض .٣. ٣ نتیجه
باشد. دومدولی -U میانگین پذیر کان -id ،A اگر فقط و اگر است دومدولی -U میانگین پذیر کان -(id, ٠) ،A⊕ Ω آنگاه باشد.

می آید. دست به ٣. ٢ قضیۀ از مستقیم به طور موردنظر هم ارزي اثبات.
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